TEORIA POTENCJALU PROCESOW MARKOWA — LISTA ZADAN NR 2

(1) Niech .# bedzie o-cialem generowanym przez zamknieta ze wzgledu na branie
skoriczonych przekrojow rodzine podzbiorow .%#y. Udowodnij, ze jesli EX = EY
oraz E(1pX) = E(1gY) dla E € %, to E(1gX) = E(1gY) dla £ € Z.
Wywnioskuj, ze jesli zmienna losowa Y jest mierzalna wzgledem %, to Y =
E(X|.%#) prawie na pewno.

Wskazowka: Wykorzystaj lemat Dynkina o m-A-uktadach.

(2) Udowodnij, ze jesli Y jest zmienna losowa mierzalng wzgledem o-ciala generowa-
nego przez Z, to Y jest borelowska funkcja Z, tj. Y = p(Z) dla pewnej funkcji
borelowskiej .

(3) Niech Y = p(Z1,Zs, ..., 2Z,). Przypusémy, ze X i Y sa catkowalne. Przypomnij
krotko uzasadnienie, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:
(a) Y =E(X|Z1,Z2, ..., Zn);
(b) E(L{zien1.26Bs,..2.eB,1Y ) = E(L{z,eB,,2:¢Bs...,2,e8,}X ) dla dowolnych zbio-
row borelowskich By, B, ..., By;
(©) E(fi(Z1)fo(Z2) ... [u(Z0)Y) = E(fi1(Z1) f2(Z2) ... fu(Zn)X) dla dowolnych
ograniczonych funkcji borelowskich fi, fa,. .., fu;
(d) E(f(Z1,Z2,...,2,)Y) = E(f(Z1,Za,...,7Z,)X) dla dowolnej ograniczonej
funkcji borelowskiej f.

(4) Uzasadnij, ze warunkowa wartos¢ oczekiwana jest ciaglym operatorem na .#!
(przestrzeni zmiennych losowych X o skoriczonej $redniej, z norma E(|.X|)).
Wskazowka: Wykorzystaj nierownosé Jensena dla warunkowej wartosci oczekiwanes.

(5) Niech X; bedzie ruchem Browna startujacym z 0. Okreslmy Q = Q x R oraz
Xy (@) = 2 + X (w) gdy & = (w, z) € Q. Niech ponadto P* bedzie obrazem miary
P przez odwzorowanie ) 3 w — (w,z) € Q. Uzasadnij, ze tak skonstruowany
proces jest ruchem Browna startujacym z dowolnego punktu (réwnowaznie: dla
kazdego x € R? proces X; — x z miarg P” jest ruchem Browna startujagcym z
zera).

Niech t,, (n > 1) bedzie ciagiem wzystkich dodatnich liczb wymiernych bez powtorzen,
to = 0. Niech &, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych o rozktadzie normalnym N(0,2).
Okreslamy rekurencyjnie:

Xt() = 0
Xt = Xt; +Vitn — i n gdy tn > t; = max{to, t1,...,th 1},
X, = Zj" X, + ttj:f ¢+ Wﬁn gdy tn € (tist5), to,t1,- .-, tn1 & (List5).

(W konstrukcji Xy, liczba t,, lezy w pewnym przedziale, na ktory odcinek (0, co) dzielg liczby
ti,to, ..., th—1; jest to albo przedzial postaci (¢;,00), co prowadzi do definicji w §rodkowym
wierszu klamry, albo postaci (t;,t;) i wtedy stosujemy definicje w dolnym wierszu klamry).

(6) Udowodnij, ze skonstruowany wyzej proces (X; : t € Q N [0,00)) ma niezalezne
przyrosty o rozkladach normalnych: X, — X, ma rozktad normalny N (0, 2t) dla
dowolnych s,t > 0, s,t € Q.

Wskazowka: Wystarczy obliczyé kowariancje zmiennych Xy, oraz Xy, .



(7) Udowodnij, ze jesli Zy, Zs, ..., Z, sa niezaleznymi zmiennymi rzeczywistymi o tym
samym symetrycznym rozkladzie oraz X, = Z1 + Zo + ... + Zy, to
P(max{X1, Xo,..., X,,} > z) <2P(X, > 2)
dla > 0 (zasada odbicia). Wywnioskuj, ze
P(max{|X1]|, | X2l,...,|Xu|} > z) < 2P(|X,| > x).
(8) Udowodnij, ze dla procesu (X; : t € @ N [0,00)) skonstruowanego powyzej oraz
n, N >0, x > 0 zachodzi:
P(sup{|Xsst — Xs| : s € [0,N)NQ, t € (0, %) NQR} > )
< P(sup{|X;/nst — Xjjm| 15 €{0,1,...,Nn—1}, ¢t € (0,2)NQ} > %)
< NnP(sup{|X,| : t € (0,2) N Q} > &)
< 2NnP (| Xy/m| > 5) — 0
gdy n — co. Wywnioskuj, ze z prawdopodobienistwem 1 trajektorie X; rozszerzaja
sie do funkcji ciaglych na [0, 00).

(9) Wykaz, ze rozszerzenie X, z poprzedniego zadania jest jednowymiarowym ruchem
Browna (startujacym z zera).

(10) Wykaz, ze jesli dla j = 1,2,...,d procesy X, sa niezaleznymi od siebie jedno-
wymiarowymi ruchami Browna, to X; = (X4, Xoy, ..., X4¢) jest d-wymiarowym
ruchem Browna (startujacym z zera).

Niech (X; : t € [0,00)) bedzie rodzina zmiennych losowych, P? rodzina prawdopodo-
bienstw. Wprowadzamy prawdopodobieristwa przejscia:

pt(x,A) = Px(Xt S A)

Rozwazmy nastepujacag wlasnosé: rozktady skoriczenie wymiarowe X; sa dane przez praw-
dopodobienstwa przejscia wzorem

IP:E(th S Bl,Xt2 S BQ, .. .,th (S Bn)

= / Dty (.’IJ, d.’El) / DPto—tq (xla de) o / Ptp—1—tn_o (x'n,—Qa dxn—l)ptn—tn,1 (xn—lv Bn):
Bl BQ Bn—l

gdy 0 <ty < ... < ty, zas By, Bo, ..., By s3 zbiorami borelowskimi. Powyzsza wtasnosé jest
réwnowazna wlasnosci Markowa i jednorodnosci w czasie: jeSliO < r; < ... <rp < s < s+t
i B jest borelowski, to

P*(Xs4t € B| Xy, -, Xo,, Xs) = pe(Xs, B).

(11) Sprawdz, ze jednorodny w czasie proces Markowa spelnia warunek
]Px(XSthl € BlaXS+t2 S BQ, cen 7X5+tn € Bn‘Xrlerga c. 7X7“ma Xs) = QO(XS),

gdzie0<r1<T2<...<rm<s<5+t1<8+t2<...<s+tn, Bl,BQ,...,Bn
sa borelowskie oraz

(}9((1’)) = ]Px(th c Bl,XtQ € BQ, Ce ,th < Bn)

Wskazowka: wykorzystaj opis rozktadow skoniczenie wymiarowych Xy przy pomocy praw-
dopodobienistwa przejscia.



ROZWIAZANIA

(1) Rodzina zdarzen E takich, ze E(1gX) = E(1gY) jest A-uktadem (zawiera €2, jest
zamknieta ze wzgledu na branie réznic zdarzen oraz przeliczalne sumy roztacz-
nych zdarzen), ktora zawiera m-uktad .%,. Na mocy lematu Dynkina zawiera ona
o(Fy) = F. 7 definicji warunkowej wartosci oczekiwanej oznacza to, ze jesli YV
jest mierzalna wzgledem ., to Y = E(X|.Z).

(2) Rozwazmy wpierw przypadek, gdy zmienna Y przyjmuje przeliczalnie wiele war-
tosci y1, ya, . . .. Wowezas zdarzenia E, = {Y = y,,} sa mierzalne wzgledem o(%2),
a wiec sa postaci {Z € A, } dla pewnych zbioréw borelowskich A,,. Niech A ozna-
cza sume wszystkich zbiorow A, N A,,, gdzie n # m, i niech B, = A, \ A dla
n>1, B =2 \(BiUByU...). Okreslmy ¢(z) =y dla z € B,,.

Z definicji wszystkie zbiory B, sa parami roztaczne. Zachodzi ponadto E, =
{Z € B,}. W istocie, gdy n > 1, to oczywiscie E, D {Z € B,}. Gdyby jednak
we E,\{Z € B,}, to Z(w) € A, N A, dla pewnego m # n, czyli Y (w) = y,
oraz Y (w) = Yy, sprzecznosé. Zatem w istocie E, = {Z € B,}. Dlan = 1 z kolei

Oznacza to, ze ¢ jest poprawnie okreslona, borelowska oraz Y = ¢(Z).

W przypadku ogélnych zmiennych losowych Y nalezy rozwazyé¢ zmienne Y
przyjmujace przeliczalnie wiele wartosci i zbiezne do Y. Z pierwszej czesci rozwia-
zania wiemy, ze Yy = ¢ (Z) dla pewnych funkeji borelowskich ¢y, skonstruowanych
powyzej. Okreslmy p(z) = limy_,o pr(2) gdy ta granica istnieje oraz p(z) = yo w
przeciwnym przypadku, gdzie yo € 2 jest dowolnie wybranym punktem. Oczy-
wiscie Y = limy_,o0 Y3 = limy o0 9i(2), zatem Y przyjmuje wartosci tylko w tym
zbiorze, w ktorym granica istnieje. A to oznacza, ze Y = ¢(Z). (Uwaga: zbior
wartodci Y moze nie by¢ borelowski!)

(3) Warunek (a) oznacza, ze E(1z, z,..2)e8Y) = E(L(z 2, .2.)eX) dla wszyst-
kich zbioréw borelowskich B i wynika z (b) przez lemat Dynkina o m-A-ukltadach.
Warunek (b) oczywiscie wynika z (c¢), ktory jest szczegolnym przypadkiem (d). Z
kolei (d) wynika z (a) przez indukcje miarowa.

(4) Zachodzi [E(X|.7)| = E(|E(X|7)|) < E(E(X][7)) = E[X] = [X].

(5) Wystarczy zauwazy¢, ze X;(0) — z = Xy(w) gdy @ = (w, ), co oznacza, ze
proces X; —x z miarg [P” jest obrazem procesu X; z miara P przez odwzorowanie
w i (w, x).

(6) Wektor (Xy,, X4y, ..., Xy,) jest obrazem wektora (&1, &, ..., &,) przez przeksztal-
cenie liniowe (co tatwo wykazac indukcyjnie), ma wiec rozktad normalny o srednich
0 i jest niezalezny od &,,;. Starannym rachunkiem tatwo wykazaé¢ (indukcyjnie),
ze E(X,,X:,) = 2min{t,,, t,}. Stad juz wynika, ze X, jest procesem o nieza-
leznych przyrostach i ponadto X; ma rozktad normalny o $éredniej 0 i wariancji
2t.

(7) Przypusémy, ze 1 < k < n. Ze wzgledu na symetrie rozktadu X,, — Xy, zachodzi
P(X, > Xy) > % Ponadto zmienna X,, — X}, jest niezalezna od Xy, Xo,..., X}.
Wobec tego

PX; <z, Xo< ..., X >x,X, > 1)
2]P(X1<.Z’7X2<$7 7Xk>x7Xn>Xk)
> %]P(Xl <z, Xo<z,..., X > 1)



(10)

(11)

Sumujac stronami powyzsze nierownosci dla k = 1,2, ..., n, otrzymujemy
P(X, > z) > sP(max{X;, X,,..., X, } > z).

Stosujac te nier6wnos¢ do Xy oraz do —Xj, otrzymujemy dwodzona wlasnosé
P(|X,| >x) > %P(max{]Xll, | Xal, .., | X0} > o).

Nalezy uzasadni¢ poszczegélne nierownosci. Aby udowodnié¢ pierwsza, przypu-
sémy, ze | X,y — X,| > x dla pewnych s € [0, N) N Q oraz ¢t € (0,1) N Q. Niech
J= L?’LtJ S {07 L...,Nn— 1}' Wtedy ’Xs—i-t - Xs| < |Xs+t - Xj/n| + |Xs - Xj/n|a
zatem ktoras z liczb | Xy, — X/ | oraz | X, — X, | musi by¢ wigksza od 5. Ponadto
s+t < %4—% Oznacza to, ze istnieje t € (0, %)HQ (rowne s—% lub s+t — %) takie
| X /ntt — Xjm| > 5. . Druga nier6wnos¢ to oszacowanie prawdopodobienistwa
sumy zdarzen przez sume prawdopodobieristw i wykorzystanie jednorodnosci w
czasie przyrostow procesu: rodzina (X;/mys — Xj/m 0 s € (0,2) N Q) ma ten sam
rozklad, co rodzina (X, : s € (0, 2)NQ). (Jest tu drobna subtelnosé: wiemy to dla
skoniczonych podrodzin; rozszerzenie tego na rodzine przeliczalng to wniosek 7 le-
matu Dynkina o m-A-uktadach i definicji o-ciata produktowego jako najmniejszego
o-ciala zawierajacego zbiory cylindryczne).

Trzecia nier6wnos¢ wynika z poprzedniego zadania przez odpowiednie przejscie
graniczne:

{sup{|X,| : s € (0, %) NR} >z}

— U{sup{|Xj/kg| cje{1,2,...,2k!/n}} >z}

1 suma po prawej stronie jest wstepujaca, zatem

P(sup{|X,| 5 € (0,2) N Q} > 2)
= klim P(sup{|Xj/m| : j € {1,2,...,2k!/n}} > x)
—00

k—o0

Wreszcie zbieznosé do zera to konsekwencja oszacowania
P(|Xam| > 5) < (3)'E((Xon)") = (2)*-3-(2)%

Oznacza to, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie X; sa jednostajnie ciagle na
kazdym przedziale [0, N) N Q. Skoro tak, rozszerzaja sie one do funkcji ciaglych
na [0, 00).

Kazdy wektor (Xi,, Xe,,...,Xs,) (gdzie 0 < ¢ < t9 < ... < t,) jest granica
analogicznych wektorow postaci (X, Xy, ..., Xs,), gdzie s1,82,...,8, € Q (
0 < s1 <8y <...<s,). Oznacza to, ze kazdy wektor (X;,, Xy,,..., Xy, ) ma
wielowymiarowy rozktad normalny o zerowych srednich i odpowiednich kowarian-
cjach: E(X;X,) = 2min{¢, s}.

Rozktad X; jest wielowymiarowym rozktadem normalnym o $redniej zero i ma-
cierzy kowariancji 2¢ Id. Ponadto X; ma niezalezne przyrosty i ciagte trajektorie.
Niech ¢ =r;dlaj =1,2,....m, ¢my1 = S, @mi14j = s+ tjdlaj=1,2,... n.
Niech ponadto Ay, Ay, ..., Apini1 beda dowolnymi zbiorami borelowskimi. Ze



wzoru na rozklady skonczenie wymiarowe wiadomo, ze

P*(Xq, € A1, Xy, € Aoy, X € Aing)

:/ pfh(x>dx1>/ pt;mflh(xl?de)"'
Aq Ao

* / pqm,-&-n*lIm-Q»n—l (mernfla d$m+n)pqm+n+l—qm,+n (.Z'm+n, Am+n+1)’
dm+n

a z drugiej strony

Em<]qul €A1,Xq2€A2,...,qu+l GAm+1QO(X(Im+1 ))

- / P (i d) / Poras (1) ..
Aq Ao

/A pqm—qm1(xm—1adxm)/ pqm+1—q7,L(xm>dwm—i-l)‘zp(mm—f—l)

Am+1
oraz

Sp(x) = /,;X pqm+2*qm+1 (x7 d$m+2) / pqm+3*qm+2 (:EerQ? dxm+3) s
m—+2

Am+3
° / pCI'm-HL*CIern—l ($m+n*17 dmm+n)pqm+n+1,qm+n (xm+n7 Am+n+1)-
Am+n

Pozostaje zauwazy¢, ze to implikuje teze.



