
Teoria potencjaªu procesów Markowa � lista zada« nr 2

(1) Niech F b¦dzie σ-ciaªem generowanym przez zamkni¦t¡ ze wzgl¦du na branie
sko«czonych przekrojów rodzin¦ podzbiorów F0. Udowodnij, »e je±li EX = EY
oraz E(1EX) = E(1EY ) dla E ∈ F0, to E(1EX) = E(1EY ) dla E ∈ F .
Wywnioskuj, »e je±li zmienna losowa Y jest mierzalna wzgl¦dem F , to Y =
E(X|F ) prawie na pewno.
Wskazówka: Wykorzystaj lemat Dynkina o π-λ-ukªadach.

(2) Udowodnij, »e je±li Y jest zmienn¡ losow¡ mierzaln¡ wzgl¦dem σ-ciaªa generowa-
nego przez Z, to Y jest borelowsk¡ funkcj¡ Z, tj. Y = ϕ(Z) dla pewnej funkcji
borelowskiej ϕ.

(3) Niech Y = ϕ(Z1, Z2, . . . , Zn). Przypu±¢my, »e X i Y s¡ caªkowalne. Przypomnij
krótko uzasadnienie, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
(a) Y = E(X|Z1, Z2, . . . , Zn);
(b) E(1{Z1∈B1,Z2∈B2,...,Zn∈Bn}Y ) = E(1{Z1∈B1,Z2∈B2,...,Zn∈Bn}X) dla dowolnych zbio-

rów borelowskich B1, B2, . . . , Bn;
(c) E(f1(Z1)f2(Z2) . . . fn(Zn)Y ) = E(f1(Z1)f2(Z2) . . . fn(Zn)X) dla dowolnych

ograniczonych funkcji borelowskich f1, f2, . . . , fn;
(d) E(f(Z1, Z2, . . . , Zn)Y ) = E(f(Z1, Z2, . . . , Zn)X) dla dowolnej ograniczonej

funkcji borelowskiej f .

(4) Uzasadnij, »e warunkowa warto±¢ oczekiwana jest ci¡gªym operatorem na L 1

(przestrzeni zmiennych losowych X o sko«czonej ±redniej, z norm¡ E(|X|)).
Wskazówka: Wykorzystaj nierówno±¢ Jensena dla warunkowej warto±ci oczekiwanej.

(5) Niech Xt b¦dzie ruchem Browna startuj¡cym z 0. Okre±lmy Ω̃ = Ω × Rd oraz
X̃t(ω̃) = x+Xt(ω) gdy ω̃ = (ω, x) ∈ Ω̃. Niech ponadto Px b¦dzie obrazem miary
P przez odwzorowanie Ω 3 ω 7→ (ω, x) ∈ Ω̃. Uzasadnij, »e tak skonstruowany
proces jest ruchem Browna startuj¡cym z dowolnego punktu (równowa»nie: dla
ka»dego x ∈ Rd proces X̃t − x z miar¡ Px jest ruchem Browna startuj¡cym z
zera).

Niech tn (n > 1) b¦dzie ci¡giem wzystkich dodatnich liczb wymiernych bez powtórze«,

t0 = 0. Niech ξn b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych o rozkªadzie normalnym N(0, 2).
Okre±lamy rekurencyjnie:
Xt0 = 0

Xtn = Xti +
√
tn − ti ξn gdy tn > ti = max{t0, t1, . . . , tn−1},

Xtn =
tj−tn
tj−ti Xti +

tn−ti
tj−ti Xtj +

√
(tn−ti)(tj−tn)

tj−ti ξn gdy tn ∈ (ti, tj), t0, t1, . . . , tn−1 /∈ (ti, tj).

(W konstrukcjiXtn liczba tn le»y w pewnym przedziale, na który odcinek (0,∞) dziel¡ liczby
t1, t2, . . . , tn−1; jest to albo przedziaª postaci (ti,∞), co prowadzi do de�nicji w ±rodkowym

wierszu klamry, albo postaci (ti, tj) i wtedy stosujemy de�nicj¦ w dolnym wierszu klamry).

(6) Udowodnij, »e skonstruowany wy»ej proces (Xt : t ∈ Q ∩ [0,∞)) ma niezale»ne
przyrosty o rozkªadach normalnych: Xs+t−Xs ma rozkªad normalny N(0, 2t) dla
dowolnych s, t > 0, s, t ∈ Q.
Wskazówka: Wystarczy obliczy¢ kowariancj¦ zmiennych Xtn oraz Xtm .



(7) Udowodnij, »e je±li Z1, Z2, . . . , Zn s¡ niezale»nymi zmiennymi rzeczywistymi o tym
samym symetrycznym rozkªadzie oraz Xk = Z1 + Z2 + . . .+ Zk, to

P(max{X1, X2, . . . , Xn} > x) 6 2P(Xn > x)

dla x > 0 (zasada odbicia). Wywnioskuj, »e

P(max{|X1|, |X2|, . . . , |Xn|} > x) 6 2P(|Xn| > x).

(8) Udowodnij, »e dla procesu (Xt : t ∈ Q ∩ [0,∞)) skonstruowanego powy»ej oraz
n,N > 0, x > 0 zachodzi:

P(sup{|Xs+t −Xs| : s ∈ [0, N) ∩Q, t ∈ (0, 1
n
) ∩Q} > x)

6 P(sup{|Xj/n+t −Xj/n| : j ∈ {0, 1, . . . , Nn− 1}, t ∈ (0, 2
n
) ∩Q} > x

2
)

6 NnP(sup{|Xt| : t ∈ (0, 2
n
) ∩Q} > x

2
)

6 2NnP(|X2/n| > x
2
)→ 0

gdy n→∞. Wywnioskuj, »e z prawdopodobie«stwem 1 trajektorieXt rozszerzaj¡
si¦ do funkcji ci¡gªych na [0,∞).

(9) Wyka», »e rozszerzenie Xt z poprzedniego zadania jest jednowymiarowym ruchem
Browna (startuj¡cym z zera).

(10) Wyka», »e je±li dla j = 1, 2, . . . , d procesy Xj,t s¡ niezale»nymi od siebie jedno-
wymiarowymi ruchami Browna, to Xt = (X1,t, X2,t, . . . , Xd,t) jest d-wymiarowym
ruchem Browna (startuj¡cym z zera).

Niech (Xt : t ∈ [0,∞)) b¦dzie rodzin¡ zmiennych losowych, Px rodzin¡ prawdopodo-

bie«stw. Wprowadzamy prawdopodobie«stwa przej±cia:

pt(x,A) = P
x(Xt ∈ A).

Rozwa»my nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: rozkªady sko«czenie wymiarowe Xt s¡ dane przez praw-

dopodobie«stwa przej±cia wzorem

P
x(Xt1 ∈ B1, Xt2 ∈ B2, . . . , Xtn ∈ Bn)

=

∫
B1

pt1(x, dx1)

∫
B2

pt2−t1(x1, dx2) . . .

∫
Bn−1

ptn−1−tn−2(xn−2, dxn−1)ptn−tn−1(xn−1, Bn),

gdy 0 6 t1 6 . . . 6 tn, za± B1, B2, . . . , Bn s¡ zbiorami borelowskimi. Powy»sza wªasno±¢ jest

równowa»na wªasno±ci Markowa i jednorodno±ci w czasie: je±li 0 6 r1 6 . . . 6 rm 6 s 6 s+t
i B jest borelowski, to

P
x(Xs+t ∈ B|Xr1 , . . . , Xrm , Xs) = pt(Xs, B).

(11) Sprawd¹, »e jednorodny w czasie proces Markowa speªnia warunek

Px(Xs+t1 ∈ B1, Xs+t2 ∈ B2, . . . , Xs+tn ∈ Bn|Xr1 , Xr2 , . . . , Xrm , Xs) = ϕ(Xs),

gdzie 0 6 r1 6 r2 6 . . . 6 rm 6 s 6 s+ t1 6 s+ t2 6 . . . 6 s+ tn, B1, B2, . . . , Bn

s¡ borelowskie oraz

ϕ(x) = Px(Xt1 ∈ B1, Xt2 ∈ B2, . . . , Xtn ∈ Bn).

Wskazówka: wykorzystaj opis rozkªadów sko«czenie wymiarowych Xt przy pomocy praw-

dopodobie«stwa przej±cia.



Rozwi¡zania

(1) Rodzina zdarze« E takich, »e E(1EX) = E(1EY ) jest λ-ukªadem (zawiera Ω, jest
zamkni¦ta ze wzgl¦du na branie ró»nic zdarze« oraz przeliczalne sumy rozª¡cz-
nych zdarze«), która zawiera π-ukªad F0. Na mocy lematu Dynkina zawiera ona
σ(F0) = F . Z de�nicji warunkowej warto±ci oczekiwanej oznacza to, »e je±li Y
jest mierzalna wzgl¦dem F , to Y = E(X|F ).

(2) Rozwa»my wpierw przypadek, gdy zmienna Y przyjmuje przeliczalnie wiele war-
to±ci y1, y2, . . .. Wówczas zdarzenia En = {Y = yn} s¡ mierzalne wzgl¦dem σ(Z),
a wi¦c s¡ postaci {Z ∈ An} dla pewnych zbiorów borelowskich An. Niech A ozna-
cza sum¦ wszystkich zbiorów An ∩ Am, gdzie n 6= m, i niech Bn = An \ A dla
n > 1, B1 = X \ (B1 ∪B2 ∪ . . .). Okre±lmy ϕ(z) = y dla z ∈ Bn.
Z de�nicji wszystkie zbiory Bn s¡ parami rozª¡czne. Zachodzi ponadto En =
{Z ∈ Bn}. W istocie, gdy n > 1, to oczywi±cie En ⊇ {Z ∈ Bn}. Gdyby jednak
ω ∈ En \ {Z ∈ Bn}, to Z(ω) ∈ An ∩ Am dla pewnego m 6= n, czyli Y (ω) = yn
oraz Y (ω) = ym, sprzeczno±¢. Zatem w istocie En = {Z ∈ Bn}. Dla n = 1 z kolei
E1 = Ω \ (E2 ∪ E3 ∪ . . .) = {Z ∈X \ (B2 ∪B3 ∪ . . .)} = {Z ∈ B1}.
Oznacza to, »e ϕ jest poprawnie okre±lona, borelowska oraz Y = ϕ(Z).
W przypadku ogólnych zmiennych losowych Y nale»y rozwa»y¢ zmienne Yk

przyjmuj¡ce przeliczalnie wiele warto±ci i zbie»ne do Y . Z pierwszej cz¦±ci rozwi¡-
zania wiemy, »e Yk = ϕk(Z) dla pewnych funkcji borelowskich ϕk skonstruowanych
powy»ej. Okre±lmy ϕ(z) = limk→∞ ϕk(z) gdy ta granica istnieje oraz ϕ(z) = y0 w
przeciwnym przypadku, gdzie y0 ∈ X jest dowolnie wybranym punktem. Oczy-
wi±cie Y = limk→∞ Yk = limk→∞ ϕk(Z), zatem Y przyjmuje warto±ci tylko w tym
zbiorze, w którym granica istnieje. A to oznacza, »e Y = ϕ(Z). (Uwaga: zbiór
warto±ci Y mo»e nie by¢ borelowski!)

(3) Warunek (a) oznacza, »e E(1(Z1,Z2,...,Zn)∈BY ) = E(1(Z1,Z2,...,Zn)∈BX) dla wszyst-
kich zbiorów borelowskich B i wynika z (b) przez lemat Dynkina o π-λ-ukªadach.
Warunek (b) oczywi±cie wynika z (c), który jest szczególnym przypadkiem (d). Z
kolei (d) wynika z (a) przez indukcj¦ miarow¡.

(4) Zachodzi ‖E(X|F )‖ = E(|E(X|F )|) 6 E(E(|X| |F )) = E|X| = ‖X‖.
(5) Wystarczy zauwa»y¢, »e X̃t(ω̃) − x = Xt(ω) gdy ω̃ = (ω, x), co oznacza, »e

proces X̃t−x z miar¡ Px jest obrazem procesu Xt z miar¡ P przez odwzorowanie
ω 7→ (ω, x).

(6) Wektor (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) jest obrazem wektora (ξ1, ξ2, . . . , ξn) przez przeksztaª-
cenie liniowe (co ªatwo wykaza¢ indukcyjnie), ma wi¦c rozkªad normalny o ±rednich
0 i jest niezale»ny od ξn+1. Starannym rachunkiem ªatwo wykaza¢ (indukcyjnie),
»e E(XtmXtn) = 2 min{tm, tn}. St¡d ju» wynika, »e Xt jest procesem o nieza-
le»nych przyrostach i ponadto Xt ma rozkªad normalny o ±redniej 0 i wariancji
2t.

(7) Przypu±¢my, »e 1 6 k 6 n. Ze wzgl¦du na symetri¦ rozkªadu Xn −Xk, zachodzi
P(Xn > Xk) > 1

2
. Ponadto zmienna Xn −Xk jest niezale»na od X1, X2, . . . , Xk.

Wobec tego

P(X1 6 x,X2 6 x, . . . , Xk > x,Xn > x)

> P(X1 6 x,X2 6 x, . . . , Xk > x,Xn > Xk)

> 1
2
P(X1 6 x,X2 6 x, . . . , Xk > x).



Sumuj¡c stronami powy»sze nierówno±ci dla k = 1, 2, . . . , n, otrzymujemy

P(Xn > x) > 1
2
P(max{X1, X2, . . . , Xn} > x).

Stosuj¡c t¦ nierówno±¢ do Xk oraz do −Xk, otrzymujemy dwodzon¡ wªasno±¢
P(|Xn| > x) > 1

2
P(max{|X1|, |X2|, . . . , |Xn|} > x).

(8) Nale»y uzasadni¢ poszczególne nierówno±ci. Aby udowodni¢ pierwsz¡, przypu-
±¢my, »e |Xs+t −Xs| > x dla pewnych s ∈ [0, N) ∩Q oraz t ∈ (0, 1

n
) ∩Q. Niech

j = bntc ∈ {0, 1, . . . , Nn− 1}. Wtedy |Xs+t−Xs| 6 |Xs+t−Xj/n|+ |Xs−Xj/n|,
zatem która± z liczb |Xs+t−Xj/n| oraz |Xs−Xj/n|musi by¢ wi¦ksza od x

2
. Ponadto

s+t < j
n

+ 2
n
. Oznacza to, »e istnieje t̃ ∈ (0, 2

n
)∩Q (równe s− j

n
lub s+t− j

n
) takie

|Xj/n+t − Xj/n| > x
2
. . Druga nierówno±¢ to oszacowanie prawdopodobie«stwa

sumy zdarze« przez sum¦ prawdopodobie«stw i wykorzystanie jednorodno±ci w
czasie przyrostów procesu: rodzina (Xj/n+s −Xj/n : s ∈ (0, 2

n
) ∩Q) ma ten sam

rozkªad, co rodzina (Xs : s ∈ (0, 2
n
)∩Q). (Jest tu drobna subtelno±¢: wiemy to dla

sko«czonych podrodzin; rozszerzenie tego na rodzin¦ przeliczaln¡ to wniosek z le-
matu Dynkina o π-λ-ukªadach i de�nicji σ-ciaªa produktowego jako najmniejszego
σ-ciaªa zawieraj¡cego zbiory cylindryczne).
Trzecia nierówno±¢ wynika z poprzedniego zadania przez odpowiednie przej±cie

graniczne:

{sup{|Xs| : s ∈ (0, 2
n
) ∩Q} > x}

=
∞⋃
k=n

{sup{|Xj/k!| : j ∈ {1, 2, . . . , 2k!/n}} > x}

i suma po prawej stronie jest wst¦puj¡ca, zatem

P(sup{|Xs| : s ∈ (0, 2
n
) ∩Q} > x)

= lim
k→∞

P(sup{|Xj/k!| : j ∈ {1, 2, . . . , 2k!/n}} > x)

> lim
k→∞

2P(|X2/n| > x
2
) = 2P(|X2/n| > x

2
).

Wreszcie zbie»no±¢ do zera to konsekwencja oszacowania

P(|X2/n| > x
2
) 6 ( 2

x
)4E((X2/n)4) = ( 2

x
)4 · 3 · ( 2

n
)2.

Oznacza to, »e z prawdopodobie«stwem 1 trajektorie Xt s¡ jednostajnie ci¡gªe na
ka»dym przedziale [0, N) ∩Q. Skoro tak, rozszerzaj¡ si¦ one do funkcji ci¡gªych
na [0,∞).

(9) Ka»dy wektor (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) (gdzie 0 < t1 < t2 < . . . < tn) jest granic¡
analogicznych wektorów postaci (Xs1 , Xs2 , . . . , Xsn), gdzie s1, s2, . . . , sn ∈ Q (i
0 < s1 < s2 < . . . < sn). Oznacza to, »e ka»dy wektor (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) ma
wielowymiarowy rozkªad normalny o zerowych ±rednich i odpowiednich kowarian-
cjach: E(XtXs) = 2 min{t, s}.

(10) Rozkªad Xt jest wielowymiarowym rozkªadem normalnym o ±redniej zero i ma-
cierzy kowariancji 2t Id. Ponadto Xt ma niezale»ne przyrosty i ci¡gªe trajektorie.

(11) Niech qj = rj dla j = 1, 2, . . . ,m, qm+1 = s, qm+1+j = s + tj dla j = 1, 2, . . . , n.
Niech ponadto A1, A2, . . . , Am+n+1 b¦d¡ dowolnymi zbiorami borelowskimi. Ze



wzoru na rozkªady sko«czenie wymiarowe wiadomo, »e

Px(Xq1 ∈ A1, Xq2 ∈ A2, . . . , Xqm+n+1 ∈ Am+n+1)

=

∫
A1

pq1(x, dx1)

∫
A2

pq2−q1(x1, dx2) . . .

. . .

∫
qm+n

pqm+n−qm+n−1(xm+n−1, dxm+n)pqm+n+1−qm+n(xm+n, Am+n+1),

a z drugiej strony

Ex(1Xq1∈A1,Xq2∈A2,...,Xqm+1∈Am+1ϕ(Xqm+1))

=

∫
A1

pq1(x, dx1)

∫
A2

pq2−q1(x1, dx2) . . .

. . .

∫
Am

pqm−qm−1(xm−1, dxm)

∫
Am+1

pqm+1−qm(xm, dxm+1)ϕ(xm+1)

oraz

ϕ(x) =

∫
Am+2

pqm+2−qm+1(x, dxm+2)

∫
Am+3

pqm+3−qm+2(xm+2, dxm+3) . . .

. . .

∫
Am+n

pqm+n−qm+n−1(xm+n−1, dxm+n)pqm+n+1−qm+n(xm+n, Am+n+1).

Pozostaje zauwa»y¢, »e to implikuje tez¦.


