
Teoria potencjaªu procesów Markowa � lista zada« nr 3

Rosn¡c¡ rodzin¦ σ-ciaª Ft (t ∈ [0,∞)) na ustalonej przestrzeni Ω nazywamy �ltracj¡.

Okre±lamy ponadto

F∞ = σ

 ⋃
s∈[0,∞)

Fs

 , Ft+ =
⋂

s∈(t,∞]

Fs, Ft− = σ

 ⋃
s∈[0,t)

Fs

 .

Tu σ(F ) oznacza najmniejsze σ-ciaªo zbiorów, która zawiera F . Mówimy, »e �ltracja Ft jest

prawostronnie ci¡gªa, je±li Ft = Ft+. Analogicznie de�niujemy poj¦cie �ltracji lewostronnie

ci¡gªej. Je±li Xt jest rodzin¡ zmiennych losowych, to �ltracja zde�niowana wzorami{
Ft = σ{Xs : s ∈ [0, t]} dla t ∈ [0,∞),

F∞ = σ{Xs : s ∈ [0,∞)},

nazywana jest �ltracj¡ naturaln¡ procesu Xt. Tu σ{Xs : s ∈ [0, t]} oznacza σ-ciaªo gene-

rowane przez zmienne Xs, s ∈ [0, t], czyli najmniejsze σ-ciaªo, wzgl¦dem którego zmienne

te s¡ mierzalne; równowa»nie, jest to σ-ciaªo generowane przez zdarzenia {Xs ∈ B}, gdzie
s ∈ [0, t] oraz B jest borelowski.

(1) Sprawd¹, »e Ft+ oraz Ft− te» s¡ �ltracjami, przy czym Ft+ jest prawostronnie
ci¡gªa, natomiast Ft− jest lewostronnie ci¡gªa. Sprawd¹ ponadto, »e Ft+ =
(Ft−)+ oraz Ft− = (Ft+)−.

(2) Niech Ω = [0,∞) i niech F b¦dzie σ-ciaªem zbiorów borelowskich na Ω. Sprawd¹,
»e rodzina Ft = {E ∈ F : [t,∞) ⊆ E lub E∩ [t,∞) = ∅} jest �ltracj¡. Wyznacz
Ft+ oraz Ft−.

(3) Wska» proces Xt, dla którego Ft z poprzedniego zadania jest naturaln¡ �ltracj¡.
Wskazówka: Proces Xt powinien by¢ staªy dla t > ω.

(4) Niech Ω = [0,∞) i niech F b¦dzie σ-ciaªem zbiorów borelowskich na Ω. Wykonaj
poprzednie zadanie dla rodziny Ft = {E ∈ F : (t,∞) ⊆ E lub E ∩ (t,∞) = ∅}.

(5) Wska» rodzin¦ prawdopodobie«stw Px i proces Xt maj¡cy wªasno±¢ Markowa, dla
których Ft z poprzedniego zadania jest naturaln¡ �ltracj¡.
Wskazówka: Rozwi¡zaniem jest ªa«cuch Markowa z czasem ci¡gªym o dwóch stanach, z

których jeden jest pochªaniaj¡cy.

(6) Czy mo»na wykona¢ poprzednie zadanie dla �ltracji z zadania 2? Czy odpowied¹
si¦ zmieni, je±li zast¡pimy F0 przez F0+?

(7) Opisz �ltracj¦ naturaln¡ (deterministycznego) procesu Xt = X0 + t.

Mówimy, »e zmienna losowa τ o warto±ciach w [0,∞] jest (Ft)-czasem Markowa, je±li

{τ 6 t} ∈ Ft dla wszystkich t > 0. Je±li τ jest (Ft+)-czasem Markowa, to mówimy po

prostu, »e τ jest czasem Markowa. Ponadto okre±lamy

Fτ = {E ∈ F∞ : E ∩ {τ 6 t} ∈ Ft dla t > 0},
Fτ+ = {E ∈ F∞ : E ∩ {τ 6 t} ∈ Ft+ dla t > 0},
Fτ− = σ{E ∩ {τ > t} : t > 0, E ∈ Ft}

(de�nicja Fτ ma sens dla (Ft)-czasów Markowa, Fτ+ jest σ-ciaªem dla wszystkich czasów

Markowa, de�nicja Fτ− ma sens dla dowolnych τ , ale w praktyce stosuje si¦ j¡ tylko dla

czasów Markowa).

(8) Sprawd¹, »e je±li τ jest (Ft)-czasem Markowa, to {τ < t}, {τ = t} ∈ Ft.



(9) Sprawd¹, »e

Fτ+ = {E ∈ F∞ : E ∩ {τ < t} ∈ Ft dla t > 0}.
(10) Sprawd¹, »e czas deterministyczny (tj. τ = t) jest (Ft)-czasem Markowa.

(11) Sprawd¹, »e je±li Ft jest naturaln¡ �ltracj¡ procesu Xt, za± τ czasem Markowa,
to Fτ− jest σ-ciaªem generowanym przez zbiory postaci

{Xt1 ∈ A1, Xt2 ∈ A2, ..., Xtn ∈ An, τ > tn},
gdzie A1, ..., An s¡ zbiorami borelowskimi oraz 0 6 t1 < ... < tn. Sprawd¹
ponadto, »e rodzina powy»szych zbiorów jest π-ukªadem.

(12) Sprawd¹, »e Fτ i Fτ+ s¡ σ-ciaªami dla odpowiednich czasów τ .

(13) Sprawd¹, »e Fτ− ⊆ Fτ+ dla czasów Markowa oraz Fτ− ⊆ Fτ ⊆ Fτ+ dla (Ft)-
czasów Markowa.

(14) Sprawd¹, »e je±li τ = t jest czasem deterministycznym, to Fτ = Ft, Fτ+ = Ft+

oraz Fτ− = Ft−.

(15) Udowodnij, »e je±li σ i τ s¡ czasami Markowa, to σ + τ jest czasem Markowa.

(16) Udowodnij, »e je±li τn to ci¡g czasów Markowa, to sup τn, inf τn, lim sup τn oraz
lim inf τn s¡ czasami Markowa.

(17) Sprawd¹, »e je±li σ i τ s¡ czasami Markowa oraz σ 6 τ , to Fσ− ⊆ Fτ−.

(18) Udowodnij, »e je±li σ i τ s¡ czasami Markowa oraz σ < τ , to Fσ+ ⊆ Fτ−.
Ogólniej, je±li σ i τ s¡ czasami Markowa, σ 6 τ oraz σ < τ gdy σ > 0, τ <∞, to
Fσ+ ⊆ σ(Fτ− ∪F0+).



Rozwi¡zania

(1) Po pierwsze, Ft+ i Ft− s¡ σ-ciaªami (jako przekrój σ-ciaª i wprost z de�nicji).
S¡ to �ltracje, bowiem rodziny Ft+ i Ft− rosn¡ wraz z t (niezale»nie od tego, jak
zde�niujemy F0− � czy jako σ-ciaªo trywialne, czy jako równe F0). Z de�nicji
przekroju

(Ft+)+ =
⋂

s∈(t,∞]

⋂
r∈(s,∞]

Fr =
⋂

r∈(t,∞]

Fr = Ft+.

Analogicznie

(Ft−)− = σ

 ⋃
s∈[0,t)

σ

 ⋃
r∈[0,s)

Fr

 ⊇ σ

 ⋃
r∈[0,t)

Fr

 = Ft− ⊇ (Ft−)−.

Dowodzi to odpowiedniej ci¡gªo±ci Ft+ i Ft−. (Podobnie mo»na udowodni¢, »e
(Ft+)− = Ft− oraz (Ft−)+ = Ft+).

(2) Z de�nicji rodzina Ft ro±nie z t, ponadto Ft jest σ-ciaªem (zbiór pusty nale»y do
Ft; je±li [t,∞) ⊆ E, to Ec jest rozª¡czny z [t,∞) i odwrotnie; suma przeliczalnie
wielu zbiorów albo zawiera [t,∞) w caªo±ci, albo jest z nim rozª¡czna, bowiem
wszystkie skªadniki maj¡ tak¡ wªasno±¢).
Zbiór borelowski E nale»y do Ft+ wtedy i tylko wtedy, gdy albo E zawiera

[t + ε,∞) dla wszystkich ε > 0 (czyli zawiera (t,∞), albo dla pewnego ε0 > 0
zbiory E i [t+ ε0,∞) s¡ rozª¡czne. W drugim przypadku E nie zawiera w caªo±ci
»adnego ze zbiorów [t + ε,∞) dla »adnego ε > 0, czyli E jest rozª¡czny z (t,∞).
Do daje odpowied¹ na pytanie o Ft+: jest to klasa zbiorów E, które albo s¡
rozª¡czne z (t,∞). albo ten zbiór zawieraj¡.
Przypu±¢my teraz, »e E ∈ Ft. Je±li E jest rozª¡czny z [t,∞), to E jest sum¡

zbiorów E∩ [0, s), gdzie s ∈ [0, t)∩Q. Skoro E∩ [0, s) ∈ Fs ⊆ Ft− dla dowolnego
s ∈ [0, t), zachodzi E ∈ Ft−. Analogicznie je±li E zawiera [t,∞), to E jest
przekrojem zbiorów E ∪ [s,∞) dla s ∈ [0, t) ∩Q, a zbiory te s¡ w Fs ⊆ Ft.

(3) Jak ªatwo stwierdzi¢, procesXt = min(ω, t) speªnia wszystkie zaªo»enia: X−1t (A) =
A gdy A ∩ [t,∞) = ∅ oraz X−1t (A) = A ∪ [t,∞) w przeciwnym przypadku.

(4) Odpowiedzi¡ mo»e by¢ Xt = ω gdy ω 6 t, Xt = ∞ w przeciwnym przypadku.
Wówczas X−1t (A) = A ∩ [0, t] gdy ∞ /∈ A oraz X−1t (A) = A ∪ (t,∞) gdy ∞ ∈ A.

(5) Wystarczy upro±ci¢ odpowied¹ do poprzedniego zadania w nast¦puj¡cy sposób.
Niech Xt = 0 gdy ω 6 t, Xt = 1 w przeciwnym przypadku, czyli Xt = 1[0,ω)(t).
Niech P0 = δ0 i niech P1 b¦dzie miar¡ o g¦sto±ci e−ω na (0,∞). Wtedy Ft jest
generowana przez zbiory X−1s ({0}) = [0, s) dla s ∈ [0, t]. Ponadto, jak ªatwo
sprawdzi¢, Xt jest procesem Markowa (ªa«cuchem Markowa z czasem ci¡gªym),
o prawdopodobie«stwie przej±cia pt(0, dy) = δ0(dy), pt(1, d) = (1 − e−t)δ0(dy) +
e−tδ1(dy).

(6) Taki proces nie istnieje: musiaªby mie¢ co najmniej dwa stany x 6= y i w ta-
kim razie zmienna losowa X0 musiaªaby przyjmowa¢ co najmniej dwie warto±ci
(Px(X0 = x) = 1, Py(X0 = y) = 1). Ale F0 jest σ-ciaªem trywialnym.
Gdyby jednak zast¡pi¢ F0 przez F0+ to rozwi¡zaniem jest lewostronnie ci¡gªa

wersja procesu z poprzedniego zadania: Xt = 1[0,ω](t) dla ω > 0, Xt = 0 dla
ω = 0; szczegóªy pomijamy.



(7) Jest ona niezmienna w czasie: Ft = F0 = σ(X0), bowiem σ(Xt) = σ(X0) dla
ka»dego t > 0. Ciekawa uwaga: mo»na okre±li¢ Ω = R, Xt(ω) = ω + t, Px =
δx, przy czym na Ω mo»na rozwa»a¢ σ-ciaªo wszystkich podzbiorów R. Takiego
procesu nie mo»na wystartowa¢ z rozkªadu jednostajnego na ustalonym przedziale!

(8) Zachodzi {τ < t} =
⋃
s∈Q∩(0,t){τ 6 s} oraz {τ = t} = {τ 6 t} \ {τ < t}.

(9) Z jednej strony zachodzi E ∩ {τ < t} =
⋃
s∈Q∩(0,t)(E ∩ {τ 6 s}), z drugiej za±

E ∩ {τ 6 t} =
⋂
s∈Q∩(t,∞)(E ∩ {τ < s}).

(10) Zdarzenie {τ 6 s} jest równe albo Ω, albo ∅, wi¦c jest mierzalne wzgl¦dem
dowolnego σ-ciaªa.

(11) Omawiane zdarzenia oczywi±cie nale»¡ do Fτ−. Niech F̃ oznacza σ-ciaªo gene-

rowane przez takie zbiory; wiemy ju» wi¦c, »e F̃ ⊆ Fτ−. Rodzina zdarze« E
takich, »e E ∩ {τ > t} ∈ F̃ , jest λ-ukªadem, który zawiera π-ukªad zbiorów po-
staci {Xt1 ∈ A1, Xt2 ∈ A2, . . . , Xtn ∈ An}, gdzie 0 6 t1 < t2 < . . . < tn 6 t;
rodzina ta zawiera wi¦c Ft. Oznacza to, »e F̃ zawiera wszystkie zbiory postaci
E ∩ {τ > t}, gdzie E ∈ Ft. St¡d ju» wynika, »e Fτ− ⊆ F̃ .
Jak ªatwo sprawdzi¢, omawiana w zadaniu rodzina jest zamkni¦ta na przekroje,

a wi¦c jest π-ukªadem.

(12) Niech τ b¦dzie Ft-czasem Markowa. Z de�nicji Ω ∈ Fτ , bowiem {τ 6 t} ∈ Ft.
Podobnie je±li E ∈ Fτ , to Ω \ E ∈ Fτ � zachodzi bowiem (Ω \ E) ∩ {τ 6 t} =
{τ 6 t} \ (E ∩ {τ 6 t}) ∈ Ft). Analogicznie je±li En ∈ Fτ , to

⋃
nEn ∈ Fτ ,

poniewa» (
⋃
nEn) ∩ {τ 6 t} =

⋃
n(En ∩ {τ 6 t}) ∈ Ft. To dowodzi, »e Fτ jest

σ-ciaªem. Druga cz¦±¢ zadania (dotycz¡ca Fτ+) jest analogiczna.

(13) Niech τ b¦dzie Ft-czasem Markowa. Zauwa»my, »e (E ∩ {τ > s}) ∩ {τ 6 t} =
(E ∩ {τ 6 t}) ∩ {τ > s} ∈ Ft: gdy s > t, rozwa»ane zdarzenie jest puste, gdy
za± s < t, to {τ > s} ∈ Ft. Wobec tego Fτ− ⊆ Fτ . Zawieranie Fτ ⊆ Fτ+

jest oczywiste. Gdy τ jest czasem Markowa, dowód zawierania Fτ− ⊆ Fτ+ jest
analogiczny.

(14) Zdarzenie E ∩ {τ 6 s} jest równe E gdy s > t oraz jest puste gdy s < t. Zatem
Fτ jest klas¡ zdarze« E takich, »e E ∈ Fs gdy s > t. To oznacza, »e Fτ = Ft.
Analogicznie dowodzi si¦, »e Fτ+ = Ft+. Wreszcie zdarzenia generuj¡ce Fτ− s¡
postaci {Xt1 ∈ A1, Xt2 ∈ A2, . . . , Xtn ∈ An}, gdzie 0 6 t1 < t2 < . . . < tn < t.
St¡d oczywicie wynika równo±¢ Fτ− = Ft−.

(15) Zachodzi {σ + τ < t} =
⋃
s∈(0,t)∩Q({σ < s} ∩ {τ < t− s}) ∈ Ft.

(16) Zachodzi {sup τn 6 t} =
⋂
{τn 6 t} ∈ Ft+ oraz {inf τn < t} =

⋃
{τn < t} ∈ Ft,

zatem sup τn oraz inf τn s¡ czasami Markowa. Pozostaje zauwa»y¢, »e lim inf τn
oraz lim sup τn wyra»aj¡ si¦ przez in�ma i suprema.

(17) Je±li E ∈ Ft, to {σ > t} ∈ Ft+, a wi¦c

E ∩ {σ > t} =
⋃

s∈(t,∞)∩Q

(E ∩ {σ > t}) ∩ {τ > s} ∈ Fτ−.

(18) Je±li E ∈ Fσ+, to E ∩{σ < t} ∈ Ft, a wi¦c E ∩{σ < t}∩{τ > t} ∈ Fτ−. Wobec
tego

E ∩ {σ < τ} =
⋃

s∈[0,∞)∩Q

(E ∩ {σ < t} ∩ {τ > t} ∈ Fτ−.



Ponadto E ∩ {σ = 0} ∈ F0+ oraz {τ = 0} ∈ F0+, wi¦c

E ∩ {τ = 0} = (E ∩ {σ = 0}) ∩ {τ = 0} ∈ F0+.

Wreszcie {τ =∞} =∈ Fτ−

E ∩ {τ =∞} =
⋂

t∈(0,∞)∩Q

(E ∩ {σ < t}) ∩ {τ > t} ∈ Fτ−.

Pozostaje zauwa»y¢, »e przy naszych zaªo»eniach zawsze zachodzi jedno ze zdarze«
{σ < τ}, {τ = 0} lub {τ =∞}.


