TEORIA POTENCJALU PROCESOW MARKOWA — LISTA ZADAN NR 3

Rosnaca rodzine o-cial % (t € [0,00)) na ustalonej przestrzeni ) nazywamy filtracja.
Okreglamy ponadto

<g\ooza U cg\s s yt—&-: ﬂ f}\m 9}_:0’ Ug\s
s€[0,00) s€(t,00] s€[0,t)
Tu o(F) oznacza najmniejsze o-ciato zbiorow, ktora zawiera .#. Mowimy, ze filtracja %, jest
prawostronnie ciggta, jesli Fy = Fy,. Analogicznie definiujemy pojecie filtracji lewostronnie
ciggtey. Jesli Xy jest rodzing zmiennych losowych, to filtracja zdefiniowana wzorami

F=oc{Xs:5€]0,t]} dla t € [0, 00),
Foo =0{Xs:5€[0,00)},

nazywana jest filtracjg naturalng procesu X;. Tu o{X; : s € [0,t]} oznacza o-cialo gene-

rowane przez zmienne X, s € [0,t], czyli najmniejsze o-ciato, wzgledem ktorego zmienne

te sa mierzalne; rownowaznie, jest to o-ciato generowane przez zdarzenia {X; € B}, gdzie
s € [0,t] oraz B jest borelowski.

(1) Sprawdz, ze F, oraz %, tez sa filtracjami, przy czym Fy, jest prawostronnie
ciagla, natomiast .#,_ jest lewostronnie ciggta. Sprawdz ponadto, ze #;, =
<§t—)+ oraz ﬁt— = (9}4_)_.

(2) Niech Q = [0, 00) i niech .# bedzie o-cialem zbiorow borelowskich na . Sprawdz,
ze rodzina % = {E € % : [t,00) C E lub EN[t,00) = &} jest filtracja. Wyznacz
ﬁt_‘_ oraz gt—-

(3) Wskaz proces X, dla ktorego %, z poprzedniego zadania jest naturalna filtracja.
Wskazowka: Proces Xy powinien byé staty dla t > w.

iech Q = [0, 00) i niech .# bedzie o-cialem zbioréw borelowskich na Q. Wykonaj
4) Niech Q@ =0 i niech .# bedzi ialem zbi borelowskich na Q. Wykonaj
poprzednie zadanie dla rodziny % ={F € .% : (t,00) C E'lub EN (t,00) = &}.

(5) Wskaz rodzine prawdopodobieristw IP? i proces X; majacy wlasnosé Markowa, dla
ktorych %, z poprzedniego zadania jest naturalng filtracja.
Wskazowka: Rozwigzaniem jest taricuch Markowa z czasem ciggtym o dwdch stanach, z
ktorych jeden jest pochtaniajgcy.

(6) Czy mozna wykona¢ poprzednie zadanie dla filtracji z zadania [2f Czy odpowiedz
sie zmieni, jesli zastapimy %, przez Fo, "

(7) Opisz filtracje naturalng (deterministycznego) procesu X; = Xo + t.

Mowimy, ze zmienna losowa 7 o wartosciach w [0, 00] jest (.%;)-czasem Markowa, jesli
{r < t} € % dla wszystkich ¢t > 0. Jesli 7 jest (F4)-czasem Markowa, to mowimy po
prostu, ze 7 jest czasem Markowa. Ponadto okreslamy

Fr={E € Foo: EN{r <t} € F dlat > 0},
Frr={FeFx:En{r <t} € %4 dlat>0},
Fr_=c{EN{r>t}:t>0, E € %}

(definicja %, ma sens dla (F;)-czaséow Markowa, ;. jest o-ciatem dla wszystkich czasow

Markowa, definicja #,_ ma sens dla dowolnych 7, ale w praktyce stosuje sie ja tylko dla
czasow Markowa).

(8) Sprawdz, ze jesli T jest (%;)-czasem Markowa, to {7 < t},{r =t} € Z#.



(9) Sprawdz, ze
Frr={E € F:En{r <t} e F dlat>0}.
(10) Sprawdz, ze czas deterministyczny (tj. 7 = t) jest (%#;)-czasem Markowa.

(11) Sprawdz, ze jesli .%; jest naturalna filtracja procesu X, zas 7 czasem Markowa,
to %, _ jest o-cialem generowanym przez zbiory postaci

{Xy, € Ay, Xy, € Ag, ., Xy, € Ay T > 1)

gdzie A, ..., A, sa zbiorami borelowskimi oraz 0 < t; < ... < t,. Sprawdz
ponadto, ze rodzina powyzszych zbioréw jest m-uktadem.

(12) Sprawdz, ze %, i F,, sa o-cialami dla odpowiednich czasow .

(13) Sprawdz, ze #,_ C .Z,., dla czasow Markowa oraz %, C %, C .7, dla (.%)-
czasow Markowa.

(14) Sprawdz, ze jesli 7 =t jest czasem deterministycznym, to %, = %, Fry = Fyy
oraz F._ = Fy_.

(15) Udowodnij, 7e jesli o i T sa czasami Markowa, to o + 7 jest czasem Markowa.

(16) Udowodnij, ze jesli 7, to ciag czasow Markowa, to sup 7,, inf 7,,, limsup 7,, oraz
lim inf 7,, sa czasami Markowa.

(17) Sprawdz, ze jesli o i 7 sa czasami Markowa oraz o < 7, to %, C F, .

(18) Udowodnij, ze jesli o i 7 sa czasami Markowa oraz o < 7, to F,, C F, .
Ogolniej, jesli o i 7 sa czasami Markowa, o < 7 oraz 0 < 7 gdy 0 > 0, 7 < 00, to
For Co(Fr_ U Fy).



(1)

(3)
(4)
(5)

ROZWIAZANIA

Po pierwsze, Fiy 1 F;— sa o-cialami (jako przekrdj o-cial i wprost z definicji).
Sa to filtracje, bowiem rodziny %, i .%;_ rosna wraz z t (niezaleznie od tego, jak
zdefiniujemy Fo_ — czy jako o-ciato trywialne, czy jako rowne .%). 7 definicji
przekroju

(ﬂt+)+: m ﬂ ﬁr: ﬂ ﬁr:yt—i-'

SE(t,00] TE(8,00] re(t,o0]
Analogicznie
(F)-=c| ol J &|20l U &) | =2-2(F)-
s€[0,t) r€l0,s) rel0,t)

Dowodzi to odpowiedniej ciagltosci %, i #,_. (Podobnie mozna udowodnié¢, ze
(ytJr), = yt, oraz (yt,)Jr = ﬁH).

Z definicji rodzina %, rosnie z t, ponadto .%; jest o-ciatem (zbior pusty nalezy do
Fy; jesli [t,00) C E, to E° jest roztaczny z [t,00) i odwrotnie; suma przeliczalnie
wielu zbioréw albo zawiera [t,00) w calosci, albo jest z nim rozlaczna, bowiem
wszystkie sktadniki majg taks wlasnosé).

Zbioér borelowski E nalezy do %, wtedy i tylko wtedy, gdy albo F zawiera
[t + €,00) dla wszystkich ¢ > 0 (czyli zawiera (¢, 00), albo dla pewnego g9 > 0
zbiory E i [t + &g, 00) sa roztaczne. W drugim przypadku E nie zawiera w caltosci
zadnego ze zbiorow [t + €, 00) dla zadnego € > 0, czyli E jest roztaczny z (t,00).
Do daje odpowiedZ na pytanie o .%;,: jest to klasa zbiorow FE, ktore albo sa
roztaczne z (t,00). albo ten zbior zawieraja.

Przypusémy teraz, ze E € %;. Jesli E jest roztaczny z [t,00), to E jest suma
zbiorow EN|[0,s), gdzie s € [0,£)NQ. Skoro EN|0,s) € .Z#; C .%;_ dla dowolnego
s € [0,t), zachodzi E € %, . Analogicznie jesli E zawiera [t,00), to E jest
przekrojem zbiorow E U [s,00) dla s € [0,t) N Q, a zbiory te sa w .%; C .Z%;.

Jak tatwo stwierdzi¢, proces X; = min(w, t) spelnia wszystkie zatozenia: X, '(A4) =
Agdy AN[t,00) = @ oraz X; *(A) = AU [t,00) w przeciwnym przypadku.

Odpowiedzig moze by¢ X; = w gdy w < ¢, Xy = oo w przeciwnym przypadku.
Wowezas X, '(A) = AN[0,t] gdy oo ¢ A oraz X, ' (A) = AU (t,00) gdy oo € A.

Wystarczy uprosci¢ odpowiedz do poprzedniego zadania w nastepujacy sposob.
Niech X; = 0 gdy w < t, X; = 1 w przeciwnym przypadku, czyli X; = Tjo.)(%).
Niech PY = §, i niech P! bedzie miara o gestosci e na (0,00). Wtedy % jest
generowana przez zbiory X 1({0}) = [0,s) dla s € [0,¢]. Ponadto, jak latwo
sprawdzi¢, X jest procesem Markowa (tancuchem Markowa z czasem ciaglym),
o prawdopodobienstwie przejscia p;(0, dy) = do(dy), p(1,d) = (1 — e ")do(dy) +
e 1 (dy).
Taki proces nie istnieje: musiatby mie¢ co najmniej dwa stany = # y i w ta-
kim razie zmienna losowa X, musiatlaby przyjmowaé¢ co najmniej dwie wartosci
(P*"(Xo=2) =1, PY(Xo =y) =1). Ale % jest o-cialem trywialnym.

Gdyby jednak zastapi¢ %, przez %o, to rozwigzaniem jest lewostronnie ciggta
wersja procesu z poprzedniego zadania: X; = Lpg(t) dla w > 0, X; = 0 dla
w = 0; szczeg6ly pomijamy.



(7) Jest ona niezmienna w czasie: % = %, = 0(Xp), bowiem o(X;) = o(Xy) dla
kazdego ¢ > 0. Ciekawa uwaga: mozna okresli¢ 2 = R, Xy(w) = w + ¢, P* =
0z, przy czym na € mozna rozwazaé o-ciato wszystkich podzbioréw R. Takiego
procesu nie mozna wystartowac z rozktadu jednostajnego na ustalonym przedziale!

(8) Zachodzi {1 <t} = U ,cqnonl{r < storaz {T =t} = {7 <t} \{r <t}.
(9) Z jednej strony zachodzi E N {7 < t} = U,cqnoy(E N{T < s}), z drugiej zas
Eﬂ{T t}_mseQﬂtoo(Em{T<s})'

(10) Zdarzenie {7 < s} jest rowne albo 2, albo &, wiec jest mierzalne wzgledem
dowolnego o-ciala.

(11) Omawiane zdarzenia oczywiscie naleza do #,_. Niech F oznacza o-cialo gene-
rowane przez takie zblory, wiemy juz wiec, ze Z C Z,_. Rodzina zdarzeni E
takich, ze EN {1 >t} € Z, jest A-ukladem, ktory zawiera m-uktad zbioréow po-
staci {th € A, Xy, € Az,...,th € Ay}, gdzie 0 <t <ty < ... <t, <t
rodzina ta zawiera wiec .%;. Oznacza to, ze F zawiera wszystkie zbiory postaci
EN{r >t}, gdzie E € .%. Stad juz wynika, ze .Z,_ C .Z.

Jak tatwo sprawdzi¢, omawiana w zadaniu rodzina jest zamknieta na przekroje,
a wiec jest m-uktadem.

(12) Niech 7 bedzie .#-czasem Markowa. Z definicji 2 € .Z,, bowiem {7 < t} € #,.
Podobnie jesli £ € F,, to Q\ E € .#, — zachodzi bowiem (Q\ E)N{r <t} =
{r <\ (En{r <t}) € %). Analogicznie jesli £, € %, to U, E» E Fr,
poniewaz (|, E,) N {r <t} = U,(E, N{r < t}) € %. To dowodzi, ze .Z#, jest
o-ciatlem. Druga czes$¢ zadania (dotyczaca %, ) jest analogiczna.

(13) Niech 7 bedzie %#;-czasem Markowa. Zauwazmy, ze (EN {7 > s})N{r < t} =
(En{r <t})n{r > s} € F: gdy s > t, rozwazane zdarzenie jest puste, gdy
za§ s < t, to {T > s} € %#,.. Wobec tego ¥, C .%,. Zawieranie F, C F.,
jest oczywiste. Gdy 7 jest czasem Markowa, dowdd zawierania %, C %, jest
analogiczny.

(14) Zdarzenie E N {7 < s} jest rowne F gdy s > t oraz jest puste gdy s < t. Zatem
F, jest klasg zdarzen E takich, ze F € %, gdy s > t. To oznacza, ze F, = F,.
Analogicznie dowodzi sie, ze F., = F.. Wreszme zdarzenia generujgce %, _ s3
postaci {X;, € A1, Xy, € Ag, ..., Xy, € Ay}, gdzie 0 <t <ty < ... < t, <.
Stad oczywicie wynika roéwnosé JT_ =% .

(15) Zachodzi {o +7 <t} = U,copng{o <stn{r <t—s}) € #.

(16) Zachodzi {sup7, < t} = ({7 < t} € Fy oraz {inf7, <t} =U{r. <t} € FA,
zatem sup 7, oraz inf 7, sa czasami Markowa. Pozostaje zauwazy¢, ze liminf 7,
oraz lim sup 7,, wyrazaja sie przez infima i suprema.

(17) Jesli E € %, to {o >t} € F4, a wiec
En{o>ty= |J En{e>t)n{r>steZ_.
sE(t,00)NR
(18) Jesli E € Z,., to EN{o <t} € %, awiec EN{o <t}n{r >t} € Z._. Wobec
tego

En{fo<tt= |J En{o<tin{r>tleZ._
$€[0,00)NRQ



Ponadto EN{c =0} € %y, oraz {7 = 0} € Fy,, wiec
En{r=0}=(En{c=0})n{r=0} € Fo,.
Wreszcie {17 = o0} =€ Z,_
En{r=o00} = ﬂ (Enf{o<th)n{r>t}e .7 _.
te(0,00)NW

Pozostaje zauwazy¢, ze przy naszych zalozeniach zawsze zachodzi jedno ze zdarzen

{o <7}, {7 =0} lub {7 = o0}.



