
Teoria potencjaªu procesów Markowa � lista zada« nr 4

Niech X b¦dzie lokalnie zwart¡ o±rodkow¡ metryzowaln¡ przestrzeni¡ topologiczn¡, za±
X∞ = X ∪ {∞} jej jednopunktowym uzwarceniem: w X∞ zbiór G jest otwarty, je±li nie
zawiera ∞ i jest otwarty w X lub je±li zawiera ∞ i X \G jest zwarty w X .

De�niujemy Cc(X ) jako zbiór funkcji ci¡gªych równych zero poza pewnym zbiorem zwar-
tym w X oraz C0(X ) jako domkni¦cie Cc(X ) w topologii zbie»no±ci jednostajnej na X .

(1) Udowodnij, »e X∞ jest o±rodkow¡ przestrzeni¡ zwart¡.

(2) Udowodnij, »e istnieje ci¡g fn funkcji klasy C0(X ) taki, »e dla dowolnych x, y ∈
X∞, x 6= y, istnieje n takie, »e fn(x) 6= fn(y). Udowodnij, »e dla dowolnego
takiego ci¡gu wzór

d∞(x, y) = sup

{
|fn(x)− fn(y)|

2n‖fn‖
: n = 1, 2, . . .

}
okre±la metryk¦ na X∞ ograniczon¡ przez 1 i zgodn¡ z topologi¡ X∞.

(3) Wyka», »e funkcja

d0(x, y) = inf

{
k∑

j=1

d∞(zj−1, zj)

min{d∞(zj−1,∞), d∞(zj,∞)}
: k > 1, z0 = x, zk = y

}
jest metryk¡ na X , która jest zgodna z topologi¡ i w której domkni¦te kule s¡
zwarte.

(4) Sprawd¹, »e funkcje ci¡gªe na X∞ s¡ postaci a+f(x) dla f ∈ C0(X ) (z konwencj¡
f(∞) = 0).

(5) Udowodnij, »e ka»da sko«czona nieujemna miara borelowska µ na X jest we-
wn¦trznie regularna, tj. dla wszystkich borelowskich A wielko±¢ µ(A) jest równa
supremum µ(K), gdzie K przebiega zwarte podzbiory A.

Rodzina j¡der pt(x,A) nazywana jest fellerowskim prawdopodobie«stwem przej±cia na
X , je±li p0(x,A) = δx(A), pt+s = ptps, pt(x, ·) jest miar¡ podprobabilistyczn¡ na X ,
ptf(x) =

∫
pt(x, dy)f(y) jest klasy C0(X ) dla ka»dego f ∈ C0(X ) i ponadto ptf d¡»y do

f jednostajnie gdy t→ 0+.
Proces Xt jest procesem Fellera, je±li jest procesem Markowa o fellerowskich prawdopo-

dobie«stwach przej±cia.

(6) Wyka», »e rozszerzenie fellerowskiego prawdopodobie«stwa przej±cia pt na X∞
(dane wzorami pt(x, {∞}) = 1 − pt(x,X ), pt(∞, A) = δ∞(A)) jest fellerowskim
prawdopodobie«stwem przej±cia

(7) Przypu±¢my, »e T jest przeliczalny i g¦sty w [0,∞), za± proces MarkowaXt (t ∈ T )
ma fellerowskie prawdopodobie«stwa przej±cia pt oraz jednostronne granice w ka»-
dej chwili t > 0. Niech Yt = Xt+ dla t > 0. Uzasadnij, »e z prawdopodobie«stwem
1 proces Yt jest prawostronnie ci¡gªy, ma lewostronne granice i jest procesem Mar-
kowa z prawdopodobie«stwami przej±cia pt.

Rozwa»my j¡dro ν(x,A) na X , speªniaj¡ce ν(x, {x}) = 0 dla ka»dego x ∈X . �a«cuchem
Markowa z czasem ci¡gªym o intensywno±ci skoków ν nazywamy proces Xt = YN(t) na X∞,
w de�nicji którego:



• Yn jest ªa«cuchem Markowa z czasem dyskretnym o prawdopodobie«stwie przej±cia
ν(x,A)/ν(x,X ), przy czym Y∞ =∞;
• N(t) jest procesem licz¡cym sygnaªy Tn;
• T0 = 0 oraz Tn+1 = Tn+Sn/ν(Yn,X ), gdzie Sn jest ci¡giem niezale»nych zmiennych
losowych o rozkªadzie wykªadniczym z parametrem 1, niezale»nym te» od procesu
Yn.

W przypadku, gdy ν(x,X ) jest funkcj¡ ograniczon¡, mówimy, »e Xt jest regularnym ªa«-
cuchem Markowa z czasem ci¡gªym.

(8) Sprawd¹, »e ªa«cuchy Markowa z czasem ci¡gªym na sko«czonej przestrzeni sta-
nów s¡ procesami Fellera. Powi¡» prawdopodobie«stwa przej±cia pt(x, dy) ªa«cu-
cha Markowa z jego macierz¡ przej±cia.

(9) Podaj przykªad nieregularnego ªa«cucha Markowa z czasem ci¡gªym na dyskret-
nej, przeliczalnej przestrzeni stanów, który nie jest procesem Fellera.

(10) Podaj przykªad regularnego ªa«cucha Markowa z czasem ci¡gªym na dyskretnej,
przeliczalnej przestrzeni stanów, który nie jest procesem Fellera.

(11) Podaj przykªad nieregularnego ªa«cucha Markowa z czasem ci¡gªym na dyskret-
nej, przeliczalnej przestrzeni stanów, który jest procesem Fellera.

(12) Podaj warunek konieczny i dostateczny na to, aby regularny ªa«cuch Markowa z
czasem ci¡gªym byª procesem Fellera.

(13) Przypomnij de�nicj¦ procesu Poissona z intensywno±ci¡ K > 0 i sprawd¹, »e jest
to regularny ªa«cuch Markowa z czasem ci¡gªym, który jest procesem Fellera na
zbiorze liczb naturalnych (z zerem).

Niech Xt, t ∈ [0,∞) ∩Q, b¦dzie rodzin¡ nieujemnych zmiennych losowych, Ft = σ{Xs :
s ∈ [0, t]∩Q}. Mówimy, »e Xt jest (nieujemnym) nadmartyngaªem, je±li E(Xs+t|Fs) 6 Xs

dla wszystkich t, s > 0.

Twierdzenie (lemat Dooba). �rednia ª¡czna liczba przej±¢ w gór¦ (nieujemnego) nadmar-
tyngaªu ze stanu poni»ej a do stanu powy»ej b nie przekracza a/(b− a).

(14) Przypomnij dowód lematu Dooba.

(15) Udowodnij, »e (nieujemny) nadmartyngaª Xt, t ∈ [0,∞) ∩Q, ma z prawdopodo-
bie«stwem 1 granice jednostronne w ka»dej chwili t > 0.

(16) Udowodnij, »e je±li funkcja f okre±lona na zbiorze nieujemnych liczb wymiernych
ma granice jednostronne w ka»dym nieujemnym argumencie rzeczywistym, to
wzór

g(t) = lim
s→t+
s∈Q

f(s)

okre±la prawostronnie ci¡gª¡ funkcj¡ na [0,∞) z lewostronnymi granicami w ka»-
dym punkcie t ∈ (0,∞).



Rozwi¡zania

(1) Zde�niowana przez nas topologia na X∞ w istocie jest topologi¡: suma zbiorów
otwartych w X jest otwarta, a je±li cho¢ jeden z nich ma zwarte dopeªnienie, to
i dopeªnienie sumy jest zwarte. O±rodkiem w X∞ jest oczywi±cie o±rodek w X
powi¦kszony o∞. Rozwa»my dowolne pokrycie X∞ zbiorami otwartymi. Jeden ze
zbiorów z pokrycia zawiera∞ i jego dopeªnienie jest zwarte w X . Dopeªnienie to
zawiera si¦ wi¦c w sumie sko«czonej podrodziny pozostaªych zbiorów z pokrycia.

(2) Szukanymi funkcjami s¡ na przykªad funkcje fn(x) = min{rn− d(x, xn), 0}, gdzie
xn to elementy o±rodka w X , za± rn jest dobrane tak, »e B(xn, rn) jest zwarta,
lecz albo 2rn > 1, albo B(xn, 2rn) nie jest zwarta. Oczywi±cie funkcje te s¡ ci¡gªe
i maj¡ zwarty no±nik, wi¦c nale»¡ do C0(X ).
Je±li x, y ∈ X , x 6= y, to istnieje r > 0 takie, »e 3r < 1, 2r < d(x, y) oraz

B(x, 3r) jest zbiorem zwartym. W zbiorze B(x, r) zawarty jest z kolei pewien
element o±rodka xn. Poniewa» B(xn, 2r) ⊆ B(x, 3r) jest zwarty, z pewno±ci¡
rn > r. W takim razie rn − d(x, xn) > 0, czyli fn(x) = rn − d(x, xn) > rn − r.
Z kolei albo fn(y) = 0, albo fn(y) = rn − d(y, xn) 6 rn + d(x, xn) − d(x, y) 6
rn + r − 2r = rn − r < fn(x). W ka»dym razie fn(x) 6= fn(y). Analogicznie
post¦pujemy, gdy y =∞.
Z de�nicji i zaªo»e« o funkcjach fn wynika, »e 0 6 d∞(x, y) 6 1, d∞(x, y) =

d∞(y, x). Ponadto je±li d∞(x, y) = 0, to fn(x) = fn(y) dla wszystkich n, a wi¦c
x = y. Oczywi±cie zachodzi te» d∞(x, y)+d∞(y, z) 6 d∞(x, z). Pozostaje wykaza¢
zgodno±¢ d∞ z topologi¡ przestrzeni X∞.
Kula B∞(x, r) w metryce d∞ to cz¦±¢ wspólna zbiorów otwartych An = {y ∈

X∞ : |fn(x) − fn(y)| < 2nr‖fn‖}. Je±li jednak 2nr > 1, to An = X∞. Wobec
tego B∞(x, r) jest przekrojem sko«czonym zbiorów otwartych � a wi¦c zbiorem
otwartym.
Z drugiej strony niech x ∈X∞ i niech U b¦dzie otoczeniem x. Zbiór X∞\U jest

zwarty i zawarty w sumie zbiorów otwartych An,k = {y ∈X∞ : |fn(y)− fn(x)| >
2n−k‖fn‖}; suma ta wynosi bowiem X∞\{x}. Oznacza to, »e X∞\U jest zawarty
w sumie sko«czonej liczby zbiorów An,k. Bez utraty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e
jest to suma An,N dla n = 1, 2, . . . , N . Oznacza to, »e U zawiera kul¦ B∞(x, 2

−N)
w metryce d∞.

(3) �atwo sprawdzi¢, »e d0 w istocie jest metryk¡. Skoro d∞ jest ograniczona przez 1,
ka»dy skªadnik sumy w de�nicji d0 to co najmniej d∞(zj−1, zj). St¡d ªatwo wynika,
»e d0(x, y) > d∞(x, y). Zbie»no±¢ w d0 oznacza wi¦c zbie»no±¢ w d∞. Z drugiej
strony w zbiorze Xε = {x ∈X : d∞(x,∞) > ε} zachodzi d0(x, y) 6 ε−1d∞(x, y).
Oznacza to, »e je±li xn d¡»y do x ∈Xε w d∞, to d¡»y do x w d0. Poniewa» ε > 0
jest dowolny, zbie»no±¢ w d0 jest równowa»na zbie»no±ci w d∞ (do granicy w X ).
Wyka»emy, »e kule domkni¦te w d0 s¡ zwarte. W tym celu zauwa»my, »e

d∞(x, y)

d∞(x,∞)d∞(y,∞)
>
d∞(x,∞)− d∞(y,∞)

d∞(x,∞)d∞(x,∞)
=

1

d∞(y,∞)
− 1

d∞(x,∞)
,

sk¡d ªatwo

d0(x, y) >
1

d∞(y,∞)
− 1

d∞(x,∞)
.



W szczególno±ci kula B0(x, r) w metryce d0 jest zawarta w Xε = X \B∞(∞, R),
gdzie r = ε−1−(d∞(x,∞))−1. Poniewa» zbie»no±¢ w d0 jest równowa»na zbie»no±ci
w d∞ w Xε, kula domkni¦ta B0(x, r) jest zbiorem zwartym.
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