TEORIA POTENCJALU PROCESOW MARKOWA — LISTA ZADAN NR 4

Niech 2 bedzie lokalnie zwarta osrodkowa metryzowalna przestrzenia topologiczna, zas
Zoo = Z U {0} jej jednopunktowym uzwarceniem: w 2o, zbior G jest otwarty, jesli nie
zawiera oo i jest otwarty w 2 lub jesli zawiera co 1 2"\ G jest zwarty w 2.

Definiujemy C.(2") jako zbior funkeji ciaglych rownych zero poza pewnym zbiorem zwar-
tym w 2" oraz Cy(Z") jako domkniecie C.(Z") w topologii zbieznosci jednostajnej na 2.

(1) Udowodnij, ze 2 jest osrodkowa przestrzenia zwarta.

(2) Udowodnij, ze istnieje ciag f, funkcji klasy Cy(2") taki, ze dla dowolnych z,y €
Lo, T # 1, istnieje n takie, ze f,(x) # fu.(y). Udowodnij, ze dla dowolnego
takiego ciagu wzor

_ ‘fn(x)_fn(y)‘ . _
doo(m,y)sup{ A .n1,2,...}

okresla metryke na 2, ograniczona przez 1 i zgodna z topologia X..
(3) Wykaz, ze funkcja

k

d . .
do(x,y):inf{z (%1, %) :k>1,zo:x,zk:y}

s min{d.(zj_1,00), dw(zj,00) }

jest metryka na 2", ktora jest zgodna z topologia i w ktoérej domkniete kule sa
zwarte.

(4) Sprawdz, ze funkcje ciagle na 2, sa postaci a+ f(z) dla f € Co(Z") (z konwencja
f(o0) =0).

(5) Udowodnij, ze kazda skonczona nieujemna miara borelowska p na 2 jest we-
wnetrznie regularna, tj. dla wszystkich borelowskich A wielkos¢ p(A) jest rowna
supremum p(K), gdzie K przebiega zwarte podzbiory A.

Rodzina jader pi(x, A) nazywana jest fellerowskim prawdopodobieristwem przejscia na
2, jesli po(x, A) = 0,(A), prrs = Pebs, pe(x,-) jest miarag podprobabilistyczng na 2,
pef(z) = [pe(z, dy) f(y) jest klasy Co(2") dla kazdego f € Cy(2") 1 ponadto p;f dazy do
f jednostajnie gdy t — 0T.

Proces X; jest procesem Fellera, jesli jest procesem Markowa o fellerowskich prawdopo-
dobienstwach przejscia.

(6) Wykaz, ze rozszerzenie fellerowskiego prawdopodobienstwa przejscia p; na 2o
(dane wzorami pi(x,{o0}) = 1 — pi(z, Z7), pi(00, A) = doo(A)) jest fellerowskim
prawdopodobienstwem przejécia

(7) Przypusémy, ze T jest przeliczalny i gesty w [0, 00), za$ proces Markowa X (t € T')
ma fellerowskie prawdopodobieristwa przejscia p; oraz jednostronne granice w kaz-
dej chwili ¢ > 0. Niech Y; = X;, dlat > 0. Uzasadnij, ze z prawdopodobienstwem
1 proces Y; jest prawostronnie ciggly, ma lewostronne granice i jest procesem Mar-
kowa z prawdopodobiefistwami przejscia p;.

Rozwazmy jadro v(x, A) na 27, spetniajace v(x, {z}) = 0 dla kazdego x € 2. Laricuchem
Markowa z czasem ciggtym o intensywnosci skokow v nazywamy proces X; = Yy (y) na Zoo,
w definicji ktorego:



e Y, jest taricuchem Markowa z czasem dyskretnym o prawdopodobieristwie przejécia
v(z,A)/v(z, Z'), przy czym Yo, = 0;
e N(t) jest procesem liczacym sygnaly T),;
o Ty =0oraz Ty 1 = T+ Sn/v(Ya, Z), gdzie S, jest ciggiem niezaleznych zmiennych
losowych o rozkladzie wykladniczym z parametrem 1, niezaleznym tez od procesu
Y.
W przypadku, gdy v(x, Z") jest funkcjg ograniczona, méwimy, ze X; jest regularnym tani-
cuchem Markowa z czasem cigglym.

(8) Sprawdz, ze tanicuchy Markowa z czasem cigglym na skoriczonej przestrzeni sta-
now sy procesami Fellera. Powigz prawdopodobienistwa przejscia py(x, dy) tancu-
cha Markowa z jego macierzg przejscia.

(9) Podaj przyktad nieregularnego tanicucha Markowa z czasem ciaglym na dyskret-
nej, przeliczalnej przestrzeni stanow, ktory nie jest procesem Fellera.

(10) Podaj przyktad regularnego tancucha Markowa z czasem ciaglym na dyskretnej,
przeliczalnej przestrzeni stanéw, ktory nie jest procesem Fellera.

(11) Podaj przykltad nieregularnego tancucha Markowa z czasem ciagtym na dyskret-
nej, przeliczalnej przestrzeni standw, ktory jest procesem Fellera.

(12) Podaj warunek konieczny i dostateczny na to, aby regularny taricuch Markowa z
czasem cigglym byt procesem Fellera.

(13) Przypomnij definicje procesu Poissona 7 intensywnosciag K > 0 i sprawdz, ze jest
to regularny tancuch Markowa z czasem ciaglym, ktory jest procesem Fellera na
zbiorze liczb naturalnych (z zerem).

Niech Xy, t € [0,00) N Q, bedzie rodzing nieujemnych zmiennych losowych, % = o{ X, :
s €[0,t)NQ}. Mowimy, ze X, jest (nieujemnym) nadmartyngatem, jesli E(X1¢|.Z5) < X,
dla wszystkich ¢,s > 0.

Twierdzenie (lemat Dooba). Srednia taczna liczba przejs¢ w gore (nieujemnego) nadmar-
tyngatu ze stanu ponizej a do stanu powyzej b nie przekracza a/(b — a).

(14) Przypomnij dowod lematu Dooba.

(15) Udowodnij, ze (nieujemny) nadmartyngal X, ¢t € [0,00) N Q, ma z prawdopodo-
biefistwem 1 granice jednostronne w kazdej chwili ¢ > 0.

(16) Udowodnij, ze jesli funkcja f okreslona na zbiorze nieujemnych liczb wymiernych
ma granice jednostronne w kazdym nieujemnym argumencie rzeczywistym, to
wzOr

g(t) = lim f(s)
s—t

seQ

okresla prawostronnie ciagta funkcja na [0, 00) z lewostronnymi granicami w kaz-
dym punkcie t € (0, 00).



(1)

ROZWIAZANIA

Zdefiniowana przez nas topologia na 2., w istocie jest topologia: suma zbioréw
otwartych w 2 jest otwarta, a jesli cho¢ jeden z nich ma zwarte dopelnienie, to
i dopelnienie sumy jest zwarte. Os$rodkiem w 2, jest oczywiscie osrodek w 2
powiekszony o co. Rozwazmy dowolne pokrycie 2, zbiorami otwartymi. Jeden ze
zbiorow z pokrycia zawiera oo i jego dopelnienie jest zwarte w Z". Dopelnienie to
zawiera si¢ wiec w sumie skorficzonej podrodziny pozostatych zbioréw z pokrycia.

Szukanymi funkcjami sa na przyklad funkcje f,(x) = min{r, —d(z,z,),0}, gdzie
T, to elementy oérodka w 27, za$ r, jest dobrane tak, ze B(x,,7,) jest zwarta,
lecz albo 2r, > 1, albo B(x,,2r,) nie jest zwarta. Oczywiscie funkcje te sa ciagle
i maja zwarty nosnik, wiec naleza do Co(Z").

Jesli z,y € &7, x # y, to istnieje r > 0 takie, ze 3r < 1, 2r < d(x,y) oraz
B(x,3r) jest zbiorem zwartym. W zbiorze B(w,r) zawarty jest z kolei pewien
element osrodka z,. Poniewaz B(z,,2r) C B(z,3r) jest zwarty, z pewnoscia
rn = r. W takim razie r, — d(x,z,) > 0, czyli f,(z) = r, — d(z,x,) > r, — 1.
Z kolei albo f,(y) = 0, albo f.(y) = r, — d(y,z,) < rp + d(z,x,) — d(z,y) <
rmt+r—2r =r,—r < fu(r). W kazdym razie f,(x) # f.(y). Analogicznie
postepujemy, gdy y = oo.

Z definicji i zalozen o funkcjach f,, wynika, ze 0 < doo(z,y) < 1, deo(z,y) =
doo(y, ). Ponadto jesli dw(z,y) = 0, to fu.(z) = f.(y) dla wszystkich n, a wiec
z = y. Oczywiscie zachodzi tez doo (2, y) +doo (v, 2) < doo(z, 2). Pozostaje wykazac
zgodnosé dy, z topologia przestrzeni 2.

Kula By (z,r) w metryce dy, to cze$é wspolna zbioréw otwartych A, = {y €
Lo o | ful) = fu(w)] < 27| full}- Jesli jednak 2"r > 1, to A, = Zw. Wobec
tego Boo(x, 1) jest przekrojem skoriczonym zbioréw otwartych — a wiec zbiorem
otwartym.

Z drugiej strony niech x € 2, i niech U bedzie otoczeniem x. Zbior 2, \U jest
zwarty i zawarty w sumie zbiorow otwartych A, = {y € Z : |fu(y) — fu(z)| >
27| £l }; suma ta wynosi bowiem 2.\ {z}. Oznacza to, ze 2., \U jest zawarty
w sumie skonczonej liczby zbior6w A, ;. Bez utraty ogélnosci mozemy przyjac, ze
jest to suma A, x dlan =1,2,..., N. Oznacza to, ze U zawiera kulg By, (x,2™")
w metryce dy.

Latwo sprawdzi¢, ze dy w istocie jest metryka. Skoro d, jest ograniczona przez 1,
kazdy sktadnik sumy w definicji dy to co najmniej d(z5_1, 2;). Stad tatwo wynika,
ze do(x,y) = doo(z,y). Zbiezno$é w dy oznacza wiec zbieznosé w do.. 7Z drugiej
strony w zbiorze 2. = {x € 2 : do(r,00) > e} zachodzi dy(x,y) < e doo(z, y).
Oznacza to, ze jesli z,, dazy do z € 2. w do, to dazy do x w dy. Poniewaz ¢ > 0
jest dowolny, zbiezno$¢ w dy jest rownowazna zbieznosci w do, (do granicy w 27).
Wykazemy, ze kule domkniete w dy sg zwarte. W tym celu zauwazmy, ze

doo(,Y) - doo(,00) — doo(y, 00) _ 1 B 1
Ao (2,00)dso (i, 00) ~ duo(, 00)dso (2, 00) doo(y,00)  doo(m,00)’

skad tatwo

d0($,y) > -
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W szczegolnosci kula By(z,7) w metryce dy jest zawarta w 2. = 2"\ Boo(00, R),
gdzier = e 1—(d(z,00)) . Poniewaz zbieznos¢ w dy jest rownowazna zbieznosci
W doo w 2z, kula domknieta By(x,r) jest zbiorem zwartym.



