
Teoria potencjaªu procesów Markowa � lista zada« nr 5

(1) Znajd¹ j¡dra λ-potencjaªu procesu Poissona z intensywno±ci¡ K > 0 (na N lub
na R).

Zªo»onym procesem Poissona nazywamy ªa«cuch Markowa z czasem ci¡gªym o warto-

±ciach w Rd, którego intensywno±¢ skoków jest niezmiennicza na przesuni¦cia: ν(x,A) =
ν(A− x) dla pewnej miary ν. Proces taki jest postaci Xt = YN(t), gdzie N(t) jest procesem

Poissona z intensywno±ci¡ ν(Rd), za± Yn jest bª¡dzeniem losowym o przyrostach Yn+1 − Yn
niezale»nych i o jednakowym rozkªadzie ν(A)/ν(Rd).

(2) Zapisz prawdopodobie«stwa przej±cia oraz j¡dra λ-potencjaªu zªo»onego procesu
Poissona przy pomocy odpowiedniego szeregu, który zawiera n-krotne sploty miary
ν (ν∗0 = δ0, ν

∗n = ν ∗ ν ∗ ... ∗ ν).
(3) Zapisz prawdopodobie«stwa przej±cia i j¡dra λ-potencjaªu dla dowolnego regular-

nego ªa«cucha Markowa z czasem ci¡gªym przy pomocy odpowiedniego szeregu,
który zawiera n-krotne zªo»enia j¡dra q(x,A) = ν(x,A)− ν(x,X)δx(A):

q0(x,A) = δx(A), qn+1(x,A) =

∫
X

qn(y, A)q(x, dy).

(4) Znajd¹ j¡dra λ-potencjaªu jednostajnego dryfu w prawo z pr¦dko±ci¡ 1.

(5) Znajd¹ transformat¦ Fouriera j¡dra λ-potencjaªu ruchu Browna w R
d. Wyra¹

g¦sto±¢ uλ(x, dy) przy pomocy odwrotnej transformaty Fouriera (wynik nie wyra»a
si¦ przez funkcje elementarne, mo»na go zapisa¢ przy pomocy zmody�kowanej
funkcji Bessela drugiego rodzaju Kd/2−1).

(6) Wyra¹ j¡dra λ-potencjaªu procesu czasoprzestrzennego przy pomocy prawdopo-
dobie«stw przej±cia wyj±ciowego procesu Xt.

Niech Bt b¦dzie d-wymiarowym ruchem Browna i niech Xt = e−tB(e2t−1)/2. Proces Xt

nazywany jest procesem Ornsteina�Uhlenbecka.

(7) Oczywi±cie proces Ornsteina�Uhlenbecka Xt ma ci¡gªe trajektorie i Px(Xt = x) =
1. Sprawd¹, »e Xt jest procesem Fellera, i wyznacz prawdopodobie«stwa przej±cia
Xt.

(8) Wyznacz rozkªad graniczny procesu Ornsteina�Uhlenbecka Xt gdy t→∞.

(9) Powy»sza de�nicja procesu Ornsteina�Uhlenbecka jest do±¢ sztuczna. Znajd¹ (w
literaturze, w Internecie) inne de�nicje: przez stochastyczne równanie ró»niczkowe
oraz przez odpowiedni¡ caªk¦ z ruchu Browna.

Je±li Xt jest procesem Fellera na X , za± µ nieujemn¡ miar¡ na X , to okre±lamy Pµ(E) =∫
X P

x(E)µ(dx). Je±li Pµ(Xt ∈ A) = µ(A), to µ nazywamy rozkªadem stacjonarnym Xt.

(10) Niech Xt b¦dzie ruchem Browna w Rd, a µ � miar¡ Lebesgue'a na Rd. Wyznacz
P
µ(Xt ∈ A) dla borelowskich A.

(11) Niech Xt b¦dzie procesem Ornsteina�Uhlenbecka w Rd, za± µ standardowym roz-
kªadem normalnym w Rd. Znajd¹ Pµ(Xt ∈ A).

(12) Niech Bt b¦dzie d-wymiarowym ruchem Browna, niech P = P
0 i niech Xt =

e−tBe2t/2 dla t ∈ R. Sprawd¹, »e Xt ma standardowy rozkªad normalny dla



ka»dego t ∈ R oraz »e Xt ma prawdopodobie«stwa przej±cia procesu Ornsteina�
Uhlenbecka w Rd.


