TEORIA POTENCJALU PROCESOW MARKOWA — LISTA ZADAN NR 6

Moéwiac proces Fellera, mamy zawsze na my$li proces Fellera o regulowanych trajektoriach.

(1) Niech X; bedzie procesem Fellera, x € 2", 7, = inf{t > 0: X; # x}. Udowodnij,
ze mozliwe sg trzy scenariusze: (a) P*(7, = oo) = 1; (b) P*(r, = o0) = 14
(c) P*(0 < 7, < 00) = 1 oraz 7, ma rozktad wyktadniczy. Udowodnij ponadto,
ze w ostatnim przypadku P*(X,, # z) =1, tj. X; ma w chwili 7, skok.

(2) Przy zalozeniach poprzedniego zadania udowodnij, ze nastepujace warunki sa
rownowazne: (a) P*(7, = oo) = 1; (b) pi(z, {z}) = 1 dla wszystkich ¢t > 0;
(¢c) pe(x, {z}) = 1 dla prawie wszystkich t > 0; (d) ur(z, {z}) = T dla wszystkich
A > 0; (e) py,(z,{z}) = 1 dla pewnego ciagu ¢, zbieznego do 0.

(3) Wskaz przyktad procesu Fellera X, dla ktorego p,(z,{z}) = 1 dla nieskoniczenie
wielu ¢ > 0, lecz mimo to P*(7, =0) = 1.

(4) Niech 2" = R, niech 7 bedzie zmienna losowg, o rozktadzie wyktadniczym i niech

Xo+t gdy Xo>0lubt < —Xo,
Xi=40 gdy Xo <0, —-Xo <t < —Xo+7,
Xo+t—7 gdy Xo<Oorazt>—-Xy+ 7.

Proces X; to zatem jednostajny ruch w prawo z postojem o dtugosci 7 w zerze.
Wyznacz prawdopodobienstwo przejécia X; i sprawdz, ze X; jest procesem Mar-
kowa o ciaglych trajektoriach. Sprawdz tez, ze prawdopodobienstwo przej$cia
X, nie jest fellerowskie, X; nie ma mocnej wtasnosci Markowa i nie spetnia tezy
zadania (1).

(5) Proces z poprzedniego zadania mozna latwo zmodyfikowaé, by uzyskaé¢ proces
Fellera: wystarczy zastapi¢ 0 przez dwa punkty: 0~ oraz 07. Wtedy 2~ =
(—00,07] U [07,00) (z naturalng topologia), zas X, jest ruchem jednostajnym
w prawo, ktory w 0~ zatrzymuje sie na czas 7, a nastepnie skacze do 0. Proces
X, powstaje przez sklejenie punktow 0~ oraz 0F. Podaj szczegoly tej konstrukeji.
(Podobne rozszerzenie mozna uzyskac¢ dla dos¢ szerokiej klasy procesow Markowa,
jest to tzw. uzwarcenie Raya-Knighta.)

Jesli X; jest procesem Fellera i f € Cy, to generator dany jest wzorem

L) = tim BSED) = S@) oy pf(@) = f(@)

t—0+ t t—0+ t

(ze zbieznoscia jednostajna lub — réwnowaznie — punktowa do funkcji z Cp). Dziedzine
tego operatora oznaczamy przez dom(L). Wzor Dynkina orzeka, ze

E°f(X,) = f(z) + B / " Lf(X.)ds

0
dla f € dom(L) oraz dla czaséw Markowa 7 spelniajacych E*7 < oo. Z kolei operator
charakterystyczny Dynkina (w wersji symetrycznej) dany jest wzorem

E* f(X, = ji(@
rot o i B o) = )
r—0t E”CTB(:E’T)

Dziedzina L, jest dom(L;). Tutaj 7p = inf{t > 0: X; ¢ D} jest czasem wyjscia ze zbioru
D.



(6) Niech X; bedzie jednowymiarowym ruchem Browna. Udowodnij, ze jesli f jest

ograniczona funkcja dwukrotnie rézniczkowalna w x, to
. ptf(ﬂf) _ f(x) "
Jim T = (),

Wywnioskuj, ze jesli f, f', f" € Cy, to f € dom(L) oraz Lf(z) = f"(x), tj.
%(ptf — f) dazy jednostajnie do f” gdy t — 07. Cazy jeslhi f,f’, f" sa ciagle i
ograniczone, to %(ptf — f) dazy jednostajnie do f”?

(7) Uogolnij poprzednie zadanie tak: udowodnij, ze generatorem ruchu Browna w R¢
jest operator Laplace’a.

(8) Niech X; bedzie jednowymiarowym ruchem Browna oraz D = (a,b). Wykorzy-
stujac w odpowiedni sposoéb wzor Dynkina, znajdz P*(7p = a), P*(7p = b) oraz
E*rp dla x € D.

(9) Znajdz analogicznie E*1p, czyli $redni czas wyjscia z kuli D = B(0,7) ruchu
Browna w R%.

(10) Niech X; bedzie jednowymiarowym ruchem Browna. Udowodnij, ze jesli f €
dom(L), to f jest dwukrotnie rézniczkowalna i Lf = f”.

(11) Czy jesli X, jest wielowymiarowym ruchem Browna i f € dom(L), to f musi by¢
dwukrotnie rézniczkowalna? (&)

(12) Niech X, bedzie procesem Fellera, D zbiorem otwartym, zas 7p czasem wyjscia z
D. Niech f(x) = E*rp. Udowodnij, ze L,f = —1 dla z € D oraz f(x) = 0 dla
re 2\ D.

(13) Niech X; bedzie procesem Fellera, D zbiorem otwartym, zas 7p czasem wyjscia z
D. Niech f(z) = E*e~*. Udowodnij, ze L,f = A\f(z) dla z € D oraz f(z) =1
dlaz € 2\ D.



