Rachunek Prawdopodobienstwa - Lista zero
Wydzial Matematyki, kier. matematyka, studia licencjackie, II rok.

Fakt 1. Kazda niemalejaca funkcja f : R — R jest rozniczkowalna prawie wszedzie wzgledem miary

Lebesgue’a.
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Niech F': R — R bedzie niemalejaca i prawostronnie ciagla. Korzystajac z faktu udowod-
nij, ze dla dowolnych a < b zachodzi

b
/ F'(s)ds < F(b) — Fla).
Jezeli F jest dystrybuanta, to dla kazdego t € R zachodzi
t [}
/ F'(s)ds < F(t), oraz / F'(s)ds <1— F(t).
o t

Jezeli F jest dystrybuanta oraz

/R F/(s)ds = 1,

to F’ jest gestoscia rozktadu o dystrybuancie F'.
Niech ¢ € [0,1/2] oraz
1t
_ 56 5 t<0
Fu(t) { 1—cet, t>0.

(a) Korzystajac z poprzedniego zadania wyznacz ¢, dla ktorego u jest absolutnie ciagty.
(b) Wyznacz rozklad u dla dowolnego ¢ € [0,1/2].

Pokazaé, ze jesli X i Y sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach px i py, to
rozktad zmiennej X 4+ Y ma postaé

ey (B) = [ ux(B =iy = [ (B = o)ux(da)

Uwaga: Dla dwéch miar borelowskich p i v miare

pv(B) = [ (B~ a)lda)
R
nazywamy splotem miar p i v.

Pokazaé, ze jesli X 1Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach p i v odpowiednio
oraz dystrybuantach Fx i Fy, to dystrybuanta sumy X + Y zadana jest przez

Fxyiv(t) /F (t —y)dv(y /F (t — x)dp(z).

Udowodnij, ze jezeli jeden z rozkladéw u, v jest absolutnie ciagly, to rozklad u * v jest
absolutnie ciggly i wyznacz jego gestosé.

Podaj przyktad zmiennych losowych X i Y o rozkladach absolutnie ciaglych, dla ktérych
X +Y nie jest absolutnie ciagty.

Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym X ~ Exp()), zas ¥ ~
B(1,p). Wyznacz gestosé rozkladu X + Y.



