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Rachunek Prawdopodobienstwa - Lista 1
Wydzial Matematyki, kier. matematyka, studia licencjackie, II rok.

Pokaza¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej « zachodzi
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Oblicz funkcje charakterystyczna zmiennej losowej X o rozkladzie
(a) Poissona,

(b) geometrycznym,

(c) jednostajnym na [a, b],

(d) wyktadniczym,

(e) Cauchy’ego (wsk. skorzystaj z metody residuow).

Niech X 1Y bedg dwiema niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowej funkcji charak-
terystycznej ¢(t). Oblicz funkcje charakterystyczna zmiennej X — Y.

Udowodnij, ze nastepujace warunki sa réwnowazne

(a) Zmienna losowa X jest symetryczna.

(b) ¢x(t) jest funkcja rzeczywista.

(¢) px(t) jest funkcjy parzysta.
Niech 1, ..., o, beda funkcjami charakterystycznymi natomiast oy, ..., a, liczbami nie-

ujemnymi spelniajacymi warunek Z ap = 1. Wykaz, ze wtedy funkcja Z arpr(t) tez jest
k=1
funkcja charakterystyczna. J aklego rozkladu7

Zad.6 Ktore z ponizszych funkcji sa, a ktore nie sg funkcjami charakterystycznymi:
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W przypadku pozytywnej odpowiedzi okresli¢ odpowiadajacy rozktad.

Niech ¢(t) bedzie funkcja charakterystyczna. Wykaz, ze wowczas czesSé rzeczywista Re ¢
oraz kwadrat modutu |p|? tez sa funkcjami charakterystycznymi.

Uzasadnij, ze jesli ¢ jest funkeja charakterystyczna, to || nie musi byé funkcja charakte-
rystyczng. (Wskazowka: Rozwaz zmienng Z taka, ze P(Z = 0) = 2 oraz P(Z = 1) = 1)
Jakim rozktadom odpowiadaja funkcje charakterystyczne:
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Niech X,Y beda zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym na [—57 %}
(a) Oblicz gestosé zmiennej losowej X + Y.

(b) Oblicz funkcje charakterystyczng zmiennej X + Y.

(

¢) Wykaz, ze funkcja
11—t dla |t <1,
t =
) {0, dla |t| > 1,

jest funkcja charakterystyczna pewnej zmiennej losowej Z
(d) Wskaz gestosé zmiennej Z.

(kryterium Polya) Udowodnij, ze dowolna parzysta i ciagta funkcja f, wypukta dla ¢ > 0,
spelniajaca warunki 0 < f(t) < 1, f(0) = 1 oraz lim;_,~ f(t) = 0, jest funkcja charaktery-
styczng.

Czy istniejg dwie rézne funkcje charakterystyczne, ktére sa rowne na pewnym przedziale
symetrycznym wzgledem zera?

Wykaz, ze dla dowolnego 0 < p < 1 funkcja f(t) = jest funkcja charakterystyczna.
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Niech ¢x(t) bedzie funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X o rozkladzie absolutnie
ciagltym.
(a) Wykaz, ze |px (t)| < 1 dla kazdego t # 0.
(b) Wykaz, ze tlim px(t) = 0. (Fakt ten nosi nazwe lematu Riemanna-Lebesgue’a)
— 00
Niech ¢ bedzie funkcja charakterystyczng o rozktadzie . Uzasadnij, ze
©(s) =1 dla pewnego s # 0 = @ ma okres s.
Wskazowka: pokazaé, ze z pierwszego warunku wynika, ze rozklad p jest dyskretny i sku-

piony na zbiorze {27k : k € Z}.

S

Niech ¢(t) bedzie funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X. Wykaz, ze jesli istnieje
©"(0), to wtedy EX? < oo oraz EX? = —¢"(0).

Niech ¢(t) = e~ 111" p > 0.

(a) Pokaz, ze dla p > 2, ¢ nie jest funkcja charakterystyczna.
(b) Pokaz, ze dla 0 < p < 1, ¢ jest funkcja charakterystyczna.
(c)* Pokaz, ze o(t) jest funkcja charakterystyczna dla 1 < p < 2

Zmienne X 1Y sg niezalezne i maja jednakowy rozkltad o skoniczonej wariancji. Udowodnij,
ze nastepujace warunki sa wtedy rownowazne:

(a) X ma rozklad normalny o sredniej 0.

(b) Dla dowolnych s,¢ € R zmienna sX + tY ma rozklad taki sam jak v/s2 + t2X.



