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Rachunek Prawdopodobienstwa - Lista 3

Wydzial Matematyki, kier. matematyka, studia licencjackie, II rok.

Mamy monete, na ktorej orzel, wypada z prawdopodobieristwem p. Niech X oznacza liczbe
rzutoéw do chwili uzyskania n ortow z rzedu. Oblicz E(X).

Wskazéwka: Rozbi¢  na zbiory A = {reszka wypadla pierwszy raz w k-tym rzucie}
oraz zbior A,, = {reszka wypadla pierwszy raz po n-tym rzucie}

Niech 2 =[0,1)1 X : [0,1) — R bedzie zmienng losowa. Opisz o(X), gdy
(a) X(z)=12;
(b) X(z)=1dlaxz € [0, %] oraz X(z) = -4 dlaz € (35, 1),

1 dla 0<2<0,4

(¢) X(z)=4q 2 dla 0,4<2<0,6
1 dla 0,6<z<1
3 dla 0<2<0,4

(d) X(z)=1< 2 dla 0,4<x<0,6
1 dla 0,6<x<1

Laczny rozklad zmiennych X i Y dany jest tabelka:
X=1|X=3
Y=0 0,2 0,3
Y =2 0,1 0,4

Oblicz E(X|Y = k) dla k =0, 2 oraz E(Y|o(X)).

Latwo sprawdzié, ze zmienne X i Y z poprzedniego zadania s zalezne.
(a) Podaj taki zbior prawdopodobietistw p;; (czyli tak wypelnij tabelke), aby X i Y byly
niezalezne, ale rozktady brzegowe pozostaly takie same.
(b) Dla znalezionego rozktadu oblicz E(X|Y = k) i E(Y|X = n).

1]. Oblicz E(X|F), gdy
D1

5) 1 [ga 1].

Niech X bedzie liczba ortéw w trzykrotnym rzucie niesymetryczna moneta (prawdopodo-

bieristwo wypadniecia orla jest rowne p) oraz A bedzie zdarzeniem, ze w pierwszym rzucie
wypadl orzet. Oblicz E(X|G), gdzie G jest o-cialem generowanym przez {A}.

Niech 2 = [0, 1], za$ niech P bedzie miara Lebesgue’a na [0,
(a) X =+/z, F jest o-cialem generowanym przez zbiory [0,
(b) X = —z, F jest o-cialem generowanym przez zbiory [0,

Rozpatrzmy schemat n prob Bernoulliego z parametrem sukcesu p w kazdej probie. Jaka
jest érednia liczba sukceséw w pierwszej probie, jezeli wiemy, ile sukcesow zaszlto w calej
serii?

Niech X7, X3, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o §rednich zero. Polézmy S, =

X1+ ...+ X,,. Wykaz, ze dla kazdego n =1, 2, 3,... zachodzi rownosé¢
E(Sn"rl‘o-(le s 7Xn)) = Sn

Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, a f funkcja borelowska. Wykaz, ze

E(f(X, V)Y =1) = E(f(X,1)).

Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie.
(a) Oblicz E(X|X +7Y).
(b) Oblicz E(X|X? + Y?), gdy obie zmienne maja rozktad N(0,1).

Niech X7, X9, 1 X3 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o skoriczonych drugich momen-
tach. Niech EX; = m; oraz EX? = s;. Oblicz

(a) E(X? +2X3|X1),

(b) E((X1 + X2)?|X1),

(c) E((X1 4+ X2 + X3)2| X1 + X2)
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Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie, jednostaj-
nym na [0, 1]. Wyznacz
E(min(X,Y)| max(X,Y)).

Czy dla innych rozkladéow wynik jest taki sam?

Z wykladu wiemy, ze jesli Y jest zmienng F-mierzalng oraz E|X| < oo, E|XY| < 0o to
E(XY|F) =YE(X|F).

Czy warunek E|XY| < co mozna ostabié? Czy mozna go w ogdle pomina¢?
Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie wyktadni-
czym z parametrem A > 0. Oblicz
(a) E(X|X+Y =¢%)
(b) P(X < t/min(X,Y) <t)

(¢) P(X > tlmax(X,Y) < 2t)

Niech X; i X2 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wykltadniczym z para-
metrami A; i Ag. Oblicz E(min(X,Y)|X).
Wektor losowy (X,Y") ma rozktad o gestosci g(z,y) = 82yl{z50,y>0,024+42<1} (2, ). Oblicz
EY|X =3).

3
Zmianna losowa (X,Y) ma gestosé g(z,y) = %e‘z(“l)l{wo,wo}. Oblicz
(a) E(Y]X)
(b) E(Y2]X)
(c) E(Y?X?)
(d) P(Y > 1|X3+1)
Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja rozklad wyktadniczy z parametrem 1. Oblicz
(a) P(X € B X +Y) (dla B € Borel(R))
(b) E(sinX|X +Y).

Zmienna losowa X ma rozklad wyktadniczy z parametrem 1, za§ Y jest zmienng losowa
taka, ze jesli X =z, to Y ma rozklad wyktadniczy z parametrem .

(a) Wyznaczy¢ rozklad Y.

(b) Obliczy¢ P(X > t|Y).

Zmienna losowa (X,Y) ma rozktad zadany gestoscia
1
- gdy O0<zx<y<l,
fle,y) =42 .
0 w przeciwnym przypadku.

Oblicz E(X|Y), E(Y|X) oraz E(X|Y — X).



