ALGEBRA 7Z GEOMETRIA ANALITYCZNA

Wszystkie warianty kursu

Zadania z listy oznaczone gwiazdka (*) sa nieco trudniejsze albo maja charakter teoretyczny. Jednak
nie wychodzg one poza program kursu. Odpowiedzi do zadan z listy mozna zweryfikowa¢ za pomoca
programéw komputerowych. Istnieje wiele programéw do obliczeii numerycznych i symbolicznych. Pro-
gramy te mozna wykorzysta¢ np. do rysowania wykreséw funkcji, obliczania granic ciagéw i funkcji, wyz-
naczania calek i pochodnych, rozwigzywania réwnan algebraicznych i rézniczkowych, badan statysty-
cznych. Polecamy stroneg internetowa Wolfram Alpha oraz darmowe programy: Maxima, Microsoft
Mathematics, Octave, R, Sage, Scilab, a takze programy ptatne: Derive, Mathematica, Matlab,
Maple, Scientific WorkPalce.

Uzdolnionych studentéw zachecamy do udziatu w egzaminach na ocene celujaca z algebry i analizy.
Zadania z tych egzaminéw mozna znalez¢ na stronie internetowe;j
http://www.im.pwr.wroc.pl/kursy-ogolnouczelniane/oceny-celujace.html

Opracowanie: dr Marian Gewert, doc. Zbigniew Skoczylas

Lista zadan

Wyrazenia algebraiczne. Indukcja matematyczna

Studenci wydzial6w W2 oraz W4 opracowuja ten material samodzielnie.

1. Poda¢ przyktady liczb rzeczywistych x,y,u,v oraz liczb naturalnych n,m, dla ktérych nie za-
chodza podane réwnosci:

a) (r+y)’=2>+y% b) Vaty=+x+4; c)sin(z+y)=sinz+siny;

d) tg 2z = 2 tg x; e) v +4u =1 f) (n+m)! =n!+ ml

2. Obliczy¢ lub uproSci¢ wyrazenia:

a) 353.5,4; b) 4}12;; )((Zj_’b’zgg; d) x_2 45;33; e) \/y /x25 x15y17 f) 0001103071024‘
3. Obliczy¢:
a) /78 b) {28 <) {5k
4. Podane wyrazenia zapisaé w postaci potegi 2:
a) 42.8% b) 2", ) 4V8; d) V2V2 e) ¥ f) /%
5. Wylaczy¢ czynnik spod znaku pierwiastka:
a) V72; b) (/&% ¢ V162 d) V3i% e) V16a%; f) C/%
6. Wykona¢ wskazane dzialania:

a) (u+o) = (u=v)’; b) (ZH-20) (a2~ y?);

Yy

C) [22:22 B (a + b)i| ) (% + 1) ; d) a2+ac+02 ’ a(;z:llj; :
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Podane utamki uwolni¢ od niewymiernosci w mianowniku:

b)

2 . : : V2 5
a) 7 2’ C)5\/§’ )\f+\/§’ ©) Yo

Wskazac¢ wieksza z liczb wéréd podanych par:
a) 23, 4% b) VI2 - VIL, VI3 - V12
c) 920, 27'3: d) V/3, ¥/3; e) 2v/38, V37 + v/39.

Uprosci¢ wyrazenia:

3-8, b) ad+2703 . ) zi4222y% 4yt | d) 221, e) (a—b)5.

a) o a®+4243b57 z64y0 ’

*Uzasadnié, ze podane liczby sg niewymierne:
a) v5; b) V3-v2; c)log,3 d)cos%
Za pomocy indukcji matematycznej uzasadnic, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza tozsamosci:
a) 1+3+...+(2n—1)=n?
1 1 1 __n_ .
b) ﬁ+ﬁ+---+n(n+1> = AT
c) 1+3+...+3"1=1(3"-1);
d) P+22+...+n°= [—”("j”}
Metoda indukcji matematycznej uzasadni¢ nieréwnosci:
a) 2" >n?dlan > 5;
b) H+x+.. . +2<2-+dlaneN;
c) nl>2"dlan >4
d (14+2)">21+4+nx dlaxz>—1orazn €N (nieréwnos¢ Bernoulliego);
e) nl< <§)n dla n > 6.
Pokaza¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba:
a) n° —n jest podzielna przez 5;

b) 8"+ 6 jest podzielna przez 7.

*Uzasadnié, ze n prostych moze podzieli¢ plaszczyzne na maksymalnie w + 1 obszaréw. Na
ile obszaréw plaszczyzne mozna podzieli¢c n okregami?

Zastosowat wzor dwumianowy Newtona do wyrazen:
7
a) 2z+y)'; b) (c=v2)'; o) (z+%); d) Vu+ Vo)

*Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona obliczy¢ sumy:
- n - n - n k

a) > (1); b) X ()25 o X () (=1)".
k=0 k=0 k=0

C . . 15 ., , . .
a) W rozwinieciu dwumianowym wyrazenia (a3 + a%) znalez¢ wspdétezynnik stojacy przy a’;

7
b) W rozwinieciu dwumianowym wyrazenia (\4/ x® — ;’—3) znalezé wspoltezynnik stojacy przy /.

(Geometria analityczna na plaszczyznie

Studenci wydzial6w W2 oraz W4 opracowuja ten material samodzielnie.
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Niech @ = (—2,4), b= (1,4). Wyznaczy¢ wektor & = %Zi — 2b.
Tréjkat jest rozpiety na wektorach @, b. Wyrazi¢ Srodkowe tego tréjkata przez wektory a, b.

Niech 74, ¥ beda wektorami wodzacymi odpowiednio punktéw A, B oraz niech punkt P dzieli
odcinek AB w stosunku 2 : 3. Znalez¢ wektor wodzacy punktu P.

*Za pomocy rachunku wektorowego pokazaé, ze érodki bokéw dowolnego czworokata sg wierz-
chotkami réwnolegtoboku.

Wyznaczy¢ cosinus kata, jaki tworza wektory:
a) ﬁ:(17_2)76:(375);
b) w=(1,1),9=(-1,-7).

Roéwnolegtobok jest rozpiety na wektorach @ = (—3,4), b= (1,2). Wyznaczy¢ kat ostry miedzy
przekatnymi réwnolegloboku.

Dtugosci wektoréw a, b wynosza odpowiednio 3,5. Znamy iloczyn skalarny @ o b= —2. Obliczyt
(Ei— E) o (26+36> :

Pokaza¢, ze czworokat o wierzchotkach A = (0,0),B = (5,2),C = (3,7),D = (=2,5) jest
kwadratem.

Wyznaczy¢ réwnanie prostej, ktéra przechodzi przez punkt P = (—1,3) i tworzy kat 120° z
dodatnig czeScia osi Ox.

Napisa¢ réwnanie prostej przechodzacej przez punkty P, = (2,3), P, = (—3,7) .

Zmalez¢ przeciecia prostej

=4 -2t .
l'{y:—6+t, gdzie t € R,
z osiami uktadu wspéhrzednych. Czy punkt P = (4,7) nalezy do prostej?

Znalez¢ punkt wspdélny prostych:

.T:l—t, . . QJZQt’ .
k'{y—?)—i-t, gdzie t € R, l'{y—?)—t, gdzie t € R,

Znalez¢ réwnanie prostej, ktéra przechodzi przez punkt P = (—1,2) i jest
a) réwnolegla do prostej 3z — y + 2 = 0;
b) prostopadta do prostej z + y = 0.

Dla jakiej wartoSci parametru m, odleglto§¢ punktéw P = (1,0) i Q = (m + 3, —2) jest réwna 47
Wyznaczy¢ odlegloéé punktu Py = (—4,1) od prostej [ o réwnaniu 3z + 4y + 12 = 0.

Zmalez¢ odleglo$c prostych réwnolegtych [y, ls o réwnaniach odpowiednio z — 2y = 0, —3x + 6y —
15=0.

Obliczy¢ wysokos¢ tréjkata o wierzchotkach A = (0,0),B = (—1,3),C = (2,5) opuszczong z
wierzchotka C.

*Zmnalez¢ réwnania dwusiecznych katéw wyznaczonych przez proste o réwnaniach 3z + 4y — 2 =
0, 4 — 3y +5=0.

Krzywe stozkowe

Studenci wydzial6w W2 oraz W4 opracowuja ten material samodzielnie.
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Napisa¢ réwnanie okregu, ktérego érednica jest odcinek o koncach A = (—1,3), B = (5,7).
Wyznaczyé¢ wspéhrzedne érodka i promien okregu x? — 4x + y* + 6y + 2 = 0.

Znalez¢ réwnanie okregu opisanego na tréjkacie ABC' o wierzchotkach A = (0,0), B = (8,0),
C = (0,6).

Znalez¢ réwnanie okregu, ktéry przechodzi przez punkty P = (3,4), @ = (5,2) i ma $rodek na osi
Oz.

Wyznaczy¢ réwnanie okregu, ktory jest styczny do obu osi uktadu wspétrzednych oraz przechodzi
przez punkt A = (5,8). Ile rozwiagzan ma zadanie?

Znalezé réwnanie stycznej okregu 22 + y* = 25:

a) w punkcie (—3,4);

b) przechodzacej przez punkt (—5,10);

c) réwnoleglej do prostej x —y — 4 = 0;

d) prostopadlej do prostej x + 2y = 0.

Wyznaczy¢ osie, wspolrzedne ognisk oraz mimosréd elipsy

2

8

=1

2
Y
4+ L
9

S|

Punkty F; = (=5,0), F5 = (5,0) sa ogniskami elipsy. Znalez¢ réwnanie tej elipsy, jezeli widomo,
ze jednym z jej wierzchotkéw jest punkt W = (0, —3)

Naszkicowaé elipse o réwnaniu 422 — 8z + 9y? + 36y + 4 = 0.

Wyznaczy¢ osie, wspotrzedne ognisk oraz réwnania asymptot hiperboli

Narysowa¢ hiperbole wraz z asymptotami:

RS S
16 9

b) 42? —25y*+8x = 0.

Wyznaczy¢ wspolrzedne ogniska, wierzchotka oraz poda¢ réwnanie kierownicy paraboli o réwna-
niw: a) y> =12z; b) y = 2* + 6.

Napisa¢ rownanie paraboli, ktorej:

a) kierownicg jest prosta y = —2, a punkt W = (—1,6) - wierzcholkiem;
b) kierownica jest prosta z = 1, a punkt W = (5,1) - wierzchotkiem.
*Jakie krzywe przedstawiaja réwnania:

a) 22— 12 +4=0;b) (x—y)°=1; ¢) 22+ y? = 2y?

Macierze
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Dla podanych par macierzy A, B wykona¢ (jesli to jest mozliwe) wskazane dziatania 34 — %B AT
AB, BA, A2

(1 4 0 —6
A A=, o}’ B‘[—s 2}’
b) A=[1 -3 2], B=[2 —4 0];
1
c) A= 0 B=[-2 1 0 5]
3 Y Y
0
[1 0 -1 -2 0
d A=|2 1 —4|, B=|4 1
-3 0 2 0 3
Rozwiagza¢ réwnanie macierzowe
1 0 4 3
31 (-3 3| —-X]=X+[0 6
2 5 -1 2

Zmalez¢ niewiadome 1z, y, 2 speliajace réwnanie
o fr+2 y+3] _[3 6]
3 0 | |y z| °
Poda¢ przyklady macierzy kwadratowych A, B, ktére speliajg podane warunki:
a) AB#BA; b) AB=0,ale A#0,B#0; c) A%?=0,ale A#D0.
*Uzasadni¢, ze iloczyn:
a) macierzy diagonalnych tego samego stopnia jest macierza diagonalna;

b) iloczyn macierzy tréjkatnych dolnych tego samego stopnia jest macierza tréjkatna dolna.

*Pokaza¢, ze kazda macierz kwadratows mozna przedstawi¢ jednoznacznie jako sume macierzy

symetrycznej (AT = A) i antysymetrycznej (AT = —A). Napisa¢ to przedstawienie dla macierzy
0 1 4 =2
-3 5 2 8
B= 2 4 -3 —4
6 0 0 1

*Macierze kwadratowe A, B sg przemienne, tzn. spehmiajg réwno$é AB = BA. Pokazaé, tozsamoSci:
a) (A—B)(A+B)=A%>-B% b) (BA)’=A2B% «¢) A’B®= B%A2

Dla podanych macierzy A obliczy¢ A" dla kilka poczatkowych liczb naturalnych n, nastepnie
wysunaé hipoteze o postaci tych poteg i uzasadni¢ jg za pomocg indukcji matematycznej:

1 0 0 2 0 2 1 10
a) A=|0 -2 0|; b) A=1(0 2 0|; c*) A=1]0 11
0 0 3 2 0 2 0 01

*W zbiorze macierzy rzeczywistych znalezé wszystkie rozwigzania podanych réwnan:

a) X?:{g 8} b) X2:{8 8} ¢) X2:[(1) (1)}

Wyznaczniki
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Napisaé¢ rozwiniecia Laplace’a podanych wyznacznikéw wg wskazanych kolumn lub wierszy (nie

oblicza¢ wyznacznikéw w otrzymanych rozwinieciach):

-1 4 3 _12 i

a) |-3 1 0|, trzecia kolumna; b)
2 5 -2 o 4
2 0

Obliczy¢ podane wyznaczniki:

2 0
-2 5 L -1 2 3 -3

a) : b) 3 2 —4; c)
3 =7 9 o 1 4 0
5 0

N — OO

, czwarty wiersz.

-2

Korzystajac z wlasnosci wyznacznikéw uzasadnic, ze podane macierze sa osobliwe:

2
-1
3

4
-2
)

—4
2
—6

a) ; b)

—_

w ot

~ Ot Ot

3

2

2
4
0

Jakie sg mozliwe wartoSci wyznacznika macierzy kwadratowej A stopnia n speliajacej podane

warunki:
a) A3=4A dla n=3,4; b) AT=-A4% dla n=3,47
Obliczy¢ wyznaczniki podanych macierzy:

12345 2 -1 0 0 0 5 3 0 0]

2 2345 0 2 -1 0 0 253 0
a)|3 33 45(;b) |0 0 2 -1 0[; ¢ (025 0

4 4 4 45 o 0 0 2 -1 o 3

5 5 5 5 5 -1 0 0 0 2 0 0 0 5

L] L] yd / L] L]

Macierz odwrotna i uklady réwnan liniowych

Korzystajac z twierdzenia o postaci macierzy odwrotnej wyznaczyt macierze odwrotne do po-

danych:
1 0 O
a)A:E 2};10) A=13 -1 o]:
2 5 -1

S o N O

o O O
- O O O
o Ww o o

Korzystajac z metody dotgczonej macierzy jednostkowej znalez¢é macierze odwrotne do podanych:

- 1 4 12
a) A:l_?) _J; b) A=[0 -2 0
0 2 6

; c) A=

Zmalez¢ rozwigzania podanych réwnan macierzowych:

35 0 3 1
a) [1 2}'){:[4 -2 0];
0 -3
1| -x=|1

4

Y

1
b) |1
2

Sy~ N

-1

1 0 -1 0
4 1 0 O
0 -2 1 3
0 0 0 1
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—2
c) X-|1
-3

3
1
4
2 1 -3 2 2 8
d) {3 2}' X {5 —3][0 51'
Korzystajac ze wzoréw Cramera wyznaczy¢ wskazang niewiadomg z podanych ukladéw réwnan
liniowych:

O = O
_ o O
N = O

1
21 ;
3

2c — y =0 . . '

a) { Sr 4+ 2 — 5 , niewiadoma, y;
r + y + 2z = -1

b){ 2z — y + 2z = —4 | niewiadoma z;
dr + y + 4z = =2
2c + 3y + 1llz 4+ bt = 2

c) oty oor 4 2= niewiadoma z
2r + y + 3z + 2t = =37 '
x + y + 3z + 4t = -3

Metoda eliminacji Gaussa rozwigza¢ podane uktady réwnan:

2 — y = 0
a){3x+2y:5’

r + y + 2z = -1
b) 20 — y + 2z = —4
dr + y + 4z = -2
3r — 2y — 5z + t = 3
c) 2c — 3y + 2z + 5 = -3
r + 2y - 4 = -3
r — y — 4z + 9t = 22

a) Znalez¢ réwnanie prostej, ktéra przechodzi przez punkty (1,4),(2,-3).

b) Znalez¢ tréjmian kwadratowy, ktéry przechodzi przez punkty (—1,2),(0,—1),(2,4).

¢) Wyznaczy¢ wspoteczynniki a, b, ¢ funkcji y = a2” 453" 44", ktéra w punktach —1,0, 1 przyjmuje
odpowiednio wartosci g, 1, 1.

d) Funkcja y () = Acos2z + Bsin2z spelnia réwnanie rézniczkowe y” — 6y’ + 13y = 25 sin 2z.

Wyznaczy¢ wspélezynniki A, B.

a) Dla jakich wartoéci parametru m, podany uklad jednorodny ma niezerowe rozwiazanie

mx + y + 2z = 0
2 — y + mz = 07
mr + y + 4z = 0

b) Dla jakich warto$ci parametréw a, b, ¢, d, podany uklad réwnan liniowych jest sprzeczny

r + y =
z 4+t

x + =z
y + ¢t =

I
QL O

¢) Znalez¢ wszystkie wartoSci parametru p, dla ktérych podany uktad réwnan liniowych ma tylko
jedno rozwigzanie

r + 2y — 3z = -1
2 — py + z = 3
2 + y — pz = O
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12 3 1
T y z
a*) Rozwiaza¢ uklad réwnan { 2 + 2 + & = 7
1 & 3 4
T y z
xy?t = 2
b*) Znalez¢ dodatnie rozwigzania uktadu réwnan { 2%yt = 4 .
2
Tiyz = 2

Geometria analityczna w R?

a) Dla jakich wartoéci parametréw p,q wektory @ = (1 —p,3,—1), b = (—2,4—¢q,2) sa

réwnolegte?

b) Dla jakich wartoci parametru s wektory p= (s,2,1 —s), §= (s,1,—2) sa prostopadle?
Obliczy¢ iloczyn skalarny i wektorowy wektoréw @ = (1, —2,5), b= (2,-3,-1).

Znalez¢ wersor, ktory jest prostopadly do wektoréw 4 = (1,1,0), ¥ =(0,1,1).

Wyznaczy¢ cosinus kata miedzy wektorami p'= (0,3,4), ¢=(2,1,—-2).

a) Obliczy¢ pole réwnolegloboku rozpietego na wektorach @ = (—1,2,5), ¥ = (0,3,2).
b) Obliczy¢ pole tréjkata o wierzchotkach A = (0,0,1), B = (3,0,0), C' = (0,—5,0).
c) Obliczy¢ wysokos¢

a) Obliczy¢ objetos¢ réwnoleglo$cianu rozpietego na wektorach: @ = (1,2,3), b= (0,4,1), ¢=

(=1,0,2).

b) Obliczy¢ objetosé czworoscianu o wierzchotkach: A = (1,1,1), B = (1,2,3), C = (0,4,1), D =

(2,2,2).

Znalez¢ réwnania normalne i parametryczne plaszczyzny przechodzacej przez punkty:
P=(1,-1,0), Q@ =(2,5,7), R=(0,0,1).

a) Plaszczyzne 7 : x 4+ 2y — 2 — 3 = 0 zapisaé w postaci parametryczne;j.

r = 14+s+t,
b) Plaszczyzne m: { y = —2—s—2t, przeksztalci¢ do postaci normalne;.
z = 3+3s5s—1

Zmalez¢ réwnanie parametryczne i krawedziowe prostej:
a) przechodzacej przez punkty A = (—3,4,1), B =(0,2,1).
b) przechodzacej przez punkt P = (3, —1,2) i przecinajacej prostopadle 0§ Oy.

r+y—3 =

y+z—1 =0 zapisaC w postaci parametryczne;j.

a) Prosta [ : {
b) Prosta l:x =3, y=2—2t, z =1 zapisa¢ w postaci krawedziowej.

Wyznaczy¢ punkt przecigcia:

a) prostej [ :x =1, y=1—2t, z=—3+ 2t oraz plaszczyzny 7 : 3x —y — 22 — 5 = 0;
b) plaszczyzn 71 x4+ 2y — 2 —5=0, m:x+2y+2=0, m3:z+y+2z=0;
c)prostychly :x=1—t, y=1, 2=-3+2t, lh:x=s, y=3—2s, 2=2—bs.
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Obliczy¢ odleglose:

a) punktu P = (0,1, —2) od plaszczyzny 7 : 3z — 4y + 122 — 1 = 0;

b) plaszczyzn réwnoleglych w1 : 2 — 2y +22 —3 =0, mo : —2x + 4y — 4z + 18 = 0;
c) punktu P = (2,—5,1) od prostej [:x=1t, y=1—2t, 2= -3+ 2t;

d) prostych réwnolegtych

- r+y+z—3 = 0 - r+y+z—-3 = 0
Y"Vl12-2y—2-1 =0 2" \o—2y—2+4 = 0’

e) prostych skoénych Iy :x =1—t¢, y=1, 2=-3+42t, lh:x=s, y=3—2s, z=1—bs.
Wyznaczy¢ rzut prostopadly punktu P = (1,—2,0) na:

a) plaszczyzne m:x +y + 32 — 5 =0;

b) prosta l:x=1—1t, y=2t, z=3t.

Obliczy¢ kat miedzy:

a) plaszczyznami my :x —y+32=0, 7 : —2x+y—2+5=0;

b) prosta [ : { THy+z=3

P21 = 0 i plaszczyzna 7 : x +y = 0;
c) prostymi ly :x = —t, y=1+2t, 2=-3, lp:x =0, y=—-2s, 2=2+s.

Liczby zespolone

Obliczy¢:
a) (2-5i)+ (3+iv2); b) (T+6i)—(8—3i); c) (4—1)-(3+4i);
) 50 M) (CIr2) g) (B b) G4’ B [+

6—577

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron podanych réwnan znalez¢ ich rozwigzania:

a)z=(2—-14)z; b) 22+4=0; ¢) (1+3i)z+(2-5i)z =2 —3; d¥) 2> =1.

Na ptaszczyznie zespolonej narysowac zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane warunki:
a) Re(z+1)=Im(2z —4i); b) Re(z?)=0; c¢) Im(z?) <8 d) Re(l) >Im(iz).

z
Uzasadni¢ tozsamoSsci:
|2

a) [Z|=|z]; b) z-z=|z"; ¢) |2 =]2|", gdzie z € C oraz n € N.

Obliczy¢ moduty podanych liczb zespolonych:
a) —3; b) 5—12; c) VII+iv/5; d) 3 e) (1+2i)-(i—3); £) (1+20)%
g) (sinda —icos4da), gdzie « € R; h) (ctg o+ i), gdzie a # nmw, n € N.

Korzystajac z interpretacji geometrycznej modutu réznicy liczb zespolonych wyznaczy¢ i narysowac
zbiory liczb zespolonych speliajacych podane warunki:

a) |[z—2+43il<4; b) |z2+5i]=23;¢) |[z—1=1+bi—z], d) |2+ 3i| < |z —1—4i;

2244

=21 <1 h) 224 2i2-1] <9,

e) liz+5—2i<|1+i]; ) |=2|>1; g)

Wyznaczy¢ argumenty gléwne podanych liczb zespolonych (w razie potrzeby wykorzystaé kalku-
lator):

a) 55, b) —m ) —¥2i; d) i; €)3+3v3i; f) —2+2; g) 1+3i;; h) 2-—2V3.
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93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

Podane liczby zespolone przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej:
a) —2; b) 104+10i; c) —:+iL; d) wi; e) Vi— VT, f) —3—iV2T.
Na plaszczyznie zespolonej narysowac zbiory liczb zespolonych spemhiajacych podane warunki:
a) arg(z)=m b) F<arg(z—i)<%; c¢) §<arg(iz) <m;
d) arg(~2) =5 ) O<ag()<Z: ) Z<ag(t) <y
Korzystajac ze wzoru de Moivre’a obliczyc¢:

8
a) (1-9" b) (3+i): o (i-v)' @ (-¥2-iv2)".
Wyznaczy¢ i narysowac na plaszczyznie zespolonej elementy podanych pierwiastkow:
a) /—16; b) /=8i; c) ¥—2—-2i; d) V1.
W zbiorze liczb zespolonych rozwigza¢ podane réwnania:
a) 22—-22410=0; b) 22+3i2+4=0; c) 2*+522+4=0;
d 224+(1-3)z2—-2—i=0; e) 22=1-9°% f) (z—9"'==+1"

Wielomiany

Dla podanych par wielomianéw rzeczywistych lub zespolonych obliczy¢ 3P — Q, P -Q, P2
a) P(r)=2*-32x+2, Q(z)=x*-1;

b) P(2)=2>—1+4i, Q(z2)=2>+(1—1)z*+5.

Obliczy¢ iloraz wielomianu P przez () oraz podac reszte z tego dzielenia, jezeli:

a) P(z)=a"—32%—222+ 11z — 15, Q(z)=2*—2x+5;

b) P(z)=z*4+2+16, Q(z)=2a?—3z+4;

c) P(z)=24iz+1, Q(z)=22—1.

Zmalez¢ wszystkie pierwiastki catkowite podanych wielomianéw:

a) 2 +322—4; b) 2*—22+22—-8r—12; ¢) z*—a2?-2.

Znalez¢ wszystkie pierwiastki wymierne podanych wielomianéw:
a) 62°—522—2r+1; b) 323—222+3x—2; c) 62+ 722 +2.

Wyznaczy¢ pierwiastki rzeczywiste lub zespolone wraz z krotnoSciami podanych wielomianéwr:
a) (z—1)(z+2)>% b) (2e+6)*(1—42)°, ¢) (2—-1)(2+1)*(22+9)".

Nie wykonujac dzielen wyznaczyc¢ reszty z dzielenia wielomianu P przez wielomian @, jezeli:

a) P(z)=a®+32°+22+4, Q(z)=2a—-1;

b) P(z) =2 4 3z + 2008, Q (x) =2+ 1;

c) P(z)=2% —22% + 429, Q(x)=2*-16

d*) P(z) =220 4200 1 Q(z)=2"+1;

e*) P(z) =2+ 211 42— 1,Q () = (22 4+ 1)°.

Pokazac, ze jezeli liczba zespolona z; jest pierwiastkiem wielomianu rzeczywistego P, to liczba zy

takze jest pierwiastkiem wielomianu P. Korzystajac z tego faktu znalezé pozostale pierwiastki
zespolone wielomianu P (z) = 2% — 423 +122% — 162+ 15 wiedzac, ze jednym z nich jest x; = 14 2i.
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105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

Podane wielomiany roztozy¢ na nierozkladalne czynniki rzeczywiste:
a) 2® —27; b)az*+16; c¢)at+a22+4; d¥) 2%+ 1.

Podane funkcje wymierne roztozy¢ na rzeczywiste utamki proste:

245 . __x+9 . 3z2+4z+3 . 232227246
a) x2—x—27 b) z(z+3)%’ C) x3—x2+4x—4) d) 44102249 -

Przestrzen liniowa

Tylko dla studenté6w wydzialéw W2 oraz W4.

Niech @ = (1,-1,-2,3), b= (5,4,2,0) beda wektorami w przestrzeni liniowej R*.

Wyznaczy¢ wektory & oraz ¥, jezeli:

Sprawdzi¢, czy podane zbiory sg podprzestrzeniami odpowiednich przestrzeni R™ :
a) A={(z,y) eR?: 2y >0}, R

b) B={(z,y,2) eR®>:z4+y—2=0}, R

c) C= {(:Ul,xg,xg,x4) €R4:x1:2x2:3x3:4x4}, R*:

d) D= {($1,x2,$3,$4,$5) ER®:2 =0, 22 =3, 75 = 0} , R

e) E={(z,y,2) eR®:2—2y=0, y—32=0, z— 4z =0}, R®

We wskazanej przestrzeni liniowej zbada¢ liniowg niezaleznos¢ podanych ukladéw wektorow:

a) R® @ =(2,3,0), @& =(-1,0,—-1), @ = (0,1,4);

b) R®, b = (1,2,3), by = (3,2,1), by = (1,1,1);

c) RY & =(1,0,0,0), & =(-1,1,0,0), & = (1,-1,1,0), & = (—1,1,-1,1);

d) R, dy = (1,2,3,4,5), dy = (5,4,3,2,1), ds = (1,0,1,0,1);

e) R”, & = (1,0,0,...,0),& = (0,2,0,...,0),& = (0,0,3,...,0),...,& = (0,0,0,...,n).

E) Eokazaé, ze jezeli wektory @, b, e sg liniowo niezalezne W_’prg’estrzeni liniowej R"™, to wektory 2@, @+
b, b —5¢ takze sa liniowo niezalezne. Czy wektory @ — b, b — ¢, ¢ — da sa liniowo niezalezne?

b) Wektory i, ¥, W sg liniowo zalezne w przestrzeni liniowej R™. Czy wektory 4 — ¥, @, W — U
takze sg liniowo zalezne?

c) Wektory_’ a, a-+ E, a+b+¢ sg liniowo niezalezne w przestrzeni liniowej R™. Pokazaé, ze
wektory @, b, ¢ sa takze liniowo niezalezne.

Pokazaé, ze uklad wektoréw w przestrzeni liniowej R™, ktéry zawiera:

a) wektor zerowy,

b) dwa jednakowe wektory,

c) wektory @, b oraz @ — b,

jest liniowo zalezny.

11



112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

Podac interpretacje geometryczna podanych zbioréw we wskazanej przestrzeni:

a) lin{(-1,3)} wR?;

b) 1lin{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} w R?;

c) lin{(1,-1,2),(4,1,-1),(2,3,-5)} w R?;

d*) lin{(1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,0,1,0),(0,1,0,1)} w R*;

e*) lin{(1,0,0,...,0),(0,~1,0,...,1),(0,0,1,...,0),...,(0,0,0,...,(=1)"")} wR".

*Czy w przestrzeni R* zachodzi réwnoéé

lin{(1,2,3,-5),(2,-3,-4,6),(1,—4,1,1)} =1in{(0,0,3,4),(2,5,0,0),(—1,1,—-1,1)} 7

Baza 1 wymiar przestrzeni

Tylko dla studenté6w wydzialéw W2 oraz W4.

Zbadac, czy podane uktady wektoréw sa bazami wskazanych przestrzeni liniowych R":
a) {(1,2,0),(-1,0,3),(0,—-2,-3)}, R%

b) {(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}, R

c) {(1,-1,0,2),(1,0,3,0),(0,1,3,0),(0,0,0,1)}, R

d) {(1,1,0,0, 0) (0,2,2,0,0),(0,0,3,3,0),(0,0,0,4,4)}, R

e) {(0,1,0,-1,0),(~1,0,1,0,1),(0,0,0,1,—-1),(1,—1,1,-1,1),(1,1,1,1,1)}, R®.

Podane uktady wektoréow uzupeini¢ do baz wskazanych przestrzeni:
a) {(1,2,4),(2,0,1)}, R

b) {(1,2,3,4),(1,0,0,1),(0,1,0,0)}, R*

c) {(0,1,0,2),(4,1,1,3)}, R*

d) {(1,-1,0,0,0),(0,0,0,3,-3),(0,-2,2,0,0)}, R

e) {(1,0,0,0,-1),(0,0,0,0,4),(0,-1,1,0,0),(0,0,0,1,1)}, R5.

Pokazac, ze jezeli wektory 31, 62, 33, b, tworza baze przestrzeni R?, to wektory

—

Ulz_’l—i‘gg, 172:61‘1'53, ﬁ3:51+64, ﬁ4:63+g4
takze tworza baze tej przestrzeni.

Znalez¢ bazy i wymiary podanych podprzestrzeni:
a) A:{(IE,y,z)GR3:3x+2y—Z:0};

b) B={(r,y,2,t) R 12 =2y =—t};

c) O:{(U,v,x,y,z)€R5;u+v:0,x+y+x:0};

d) D={(wvwazyz2)eR ut+v=0 24+y+2=0 z—ut+y—v+z=0}.

Wyznaczy¢ wspéhrzedne podanych wektoréw we wskazanych bazach:

a) a=(2,3), B={(-1,1),(0,1)} Cc R?

b) b= (1,2,3), B={(1,1,1),(2,2,0),(3,0,0)} C R3;

c) ¢=(1,0,2,0), B={(1,0,1,0),(0,1,0,1),(-1,0,1,0),(1,2,3,4)} C R
d) d=(5,4,3,2,1),
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B={(1,1,1,1,1),(~1,—1,-1,-1,0),(1,1,1,0,0), (—1,—1,0,0,0), (1,0,0,0,0)} C R®.
Przeksztalcenia liniowe

Tylko dla studentéw wydzialéw W2 oraz W4.

119. Zbadat, czy podane przeksztalcenia sa liniowe:
a) F:R? - R F(x)x9) =11 — 3195

b) F:R* = R? F(r,y)= (v +yl, |z —yl);

c) F:R3 = R3 F(r,y,2)=(—xbr+y,y—22);

d) F:R' - RY F(z)=(0,2,0,—-32);

e) F:R* - R? F(x1,19,23,74) = (1179, T374);

f) F: R >R F(u,v,w)=(u,—4v,u+2v,w,u— 3w).

120. Korzystajac z interpretacji geometrycznej przeksztalcen liniowych znalez¢ ich jadra i obrazy:
a) L:R?> — R? obrét o kat o = § wokét poczatku ukladu.
b) L : R?* — R2, rzut prostokatny na prosta z + y = 0.
c) L:R3? — R3 symetria wzgledem plaszczyzny y = z.
d) L :R?® — R?, obrét wokot osi Oy o kat 5.

121. Wyznaczy¢ jadra i obrazy podanych przeksztalcen liniowych:
a) F:R? > RY F(x)x9) =11 — 3195
b) F:R* = R? F(z,y) = (v +y,2x+2y);
c) F:R3 = R3 F(r,y,2)=(—xbr+y,y—22);
d) F:R' - R F(z)=(0,2,0,—x).

122. Zmalez¢ macierze podanych przeksztalcen liniowych F': R — R™ we wskazanych bazach
B’ oraz B"” odpowiednio przestrzeni R" oraz R™ :
a) F(x,y) = (v,y,x—y), B'={(1,0),(1,1)}, B"={(1,0,0),(0,—1,0),(=1,1,—1)};

b) F($7y> = (y707x70)’ B = {(17_1>7(072)}’ B =
{(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)};

c) F(r,y,2)=x+y—32z, B={(1,0,2),(0,-1,1),(0,0,1)}, B”-standardowa,
d) F(z,y,2,t) =(zr+y+z+t,y—t z—x), B-standardowa, B”-standardowa.

123. a) Uzasadni¢, ze obrét na plaszezyznie R? wokét poczatku ukladu wspéhrzednych o kat ¢ jest
przeksztatceniem liniowym. Znalez¢ macierz tego obrotu w bazach standardowych.

b) Pokaza¢, ze symetria wzlgdem osi Oz w przestrzeni R? jest przeksztalceniem liniowym. Znalezé
macierz tej symetrii w bazach standardowych.

Wartosci 1 wektory wlasne macierzy

Tylko dla studenté6w wydzialéw W2 oraz W4.
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124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

Korzystajac z definicji wyznaczy¢ wektory i warto$ci wlasne podanych przeksztalcen liniowych:
a) symetria wzgledm osi Ox w przestrzeni R?;

b) obrét wokét osi Oy o kat £ w przestrzeni R?;

c) symetria wzgledem plaszczyny Oz w przestrzeni R3;

d) rzut prostokatny na o$ Oz w przestrzeni R3.

Wyznaczy¢ wektory i wartos$ci wlasne podanych macierzy:

Ly 4 —5 2
a)A:{1 2];b) B= 1|5 -7 3|;
6 —9 4

1000 3 10 0

0000 1 1 0 0

)C=l0000l' VPL=1l3 ¢ 5 3

1001 4 -1 3 -1

Sprawdzi¢, ze podane macierze spetniaja swoje réwnania charakterystyczne:

Lo 101
a)A:[O _3};10)3:010
101

Iloczyn skalarny. Normy wektoréw i macierzy

Tylko dla studentéw wydzialéw W2 oraz W4.

Obliczy¢ iloczyny skalarne podanych par wektoréw w przestrzeni euklidesowej R :
a) @=(1,-2,5), b=(3,4,1) w R3;
b) @ =(0,1,3,-2,5), v =(1,-2,3,4,1) w R®.

Obliczy¢ katy miedzy podanymi wektorami w przestrzeni euklidesowej R" :
a) T=(12,-5), ¥=(3,4) w R
b) ﬁ: (07 17 Oa _27 O) ) 62 (17 07 37 07 1) w R4'

Dla jakich wartosci parametru p, wektory @ = (p,1,p,1), b= (p,p,—1,—9) sa prostopadle w
przestrzeni euklidesowej R*?

Sprawdzi¢, ze podane uktady wektoréw tworza bazy ortogonalne we wskazanych przestrzeniach
euklidesowych R" :

a) & =(1,-3,1), &=(2,-1,-5), &= (16,7,5), R*;

b) & = (1,-2,2,-3), & = (2,-3,2,4), & =(2,2,1,0), & = (5,-2,-6,-1), R%
Wyznaczy¢ wspélrzedne podanych wektoréw we wskazanych bazach ortogonalnych przestrzeni
euklidesowych R" :

a) @=(0,1), B={(3,-4),(4,3)} CR%

b) b=(2,5,-4), B={(1,-1,1),(0,1,1),(-2,—-1,1)} c R?;

c) ¢=(0,1,0,2), B={(1,0,0,0),(0,1,1,1),(0,1,0,—1),(0,—1,2,-1)} C R*,
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132. W przestrzeni R" wprowadzamy nastepujace normy wektora & = (1, s, ..., %,) :

n

n
7;)° (norma euklidesowa), Z|| . = max |a;|, I, = i .
o) 1

|2, = max
=1

Obliczy¢ kazda z tych norm podanych wektoréw:
a) = (-3,4) € R%
b) #=(1,-1,1,—1) € R".

133. Wprowadzamy nastepujace normy macierzy kwadratowej A = [a;;] stopnia n :

n n
Al = ZZ (a;;)* (norma Frobeniusa),  ||Al, = max Z lai;|
i=1 j=1
n n
4l = mas Z ol 141 = e ol 141 =323 ]
=1 j=

Obliczy¢ kazda z tych norm podanych macierzy:

_ 1 -1 0
a) A:{Q 3];b)A: 0 4 3
2 0 -1

*Ktoére z powyzszych norm macierzy sa indukowane przez normy wektoréw?
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