Dzien dobry,
przedstawiam rozwiazania niektorych zadan. Na ogdt zadania te sa wziete z
naszej listy. Cze$¢ z nich zrobiliSmy juz na ¢wiczeniach.
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Wyjasnienie.
% tu korzystamy z bardzo znanej granicy:
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t moze by¢ réwne 3z, albo jeszcze cos innego. Byle tylko w liczniku i w mianow-
niku byta to ta sama wielko$¢ ¢ dazaca do zera.
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Wyjasnienie.
* x— 7 stad § — 57 iwdwezas sing — 1.

Uwaga. To ze rozpatrywana granica byta akurat lewostrona nie miato, akurat
w tym przykladzie, zadnego znaczenia. Gdyby$my tu mieli z — 7 albo po
prostu z — 7 rachunki i wynik byly by takie same.

57.

Najpierw zrobimy przyklad latwiejszy niz 57. ¢).

Oznaczmy go cq)

Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznodei funkeji: f(z) = 4o — %,

Mozemy rozwiazaé to zadanie nie korzystajac z pochodnej.

Funkcja nie jest okre$lona w zerze i dziedzina funkcji jest suma przedzialéw
(—00,0) oraz (0,00).

Rozwazmy najpierw przedzial (0, 00).

Tu poczynimy proste spostrzezenie, % maleje (bo przy stalym liczniku mia-
nownik rosnie).

Zatem f% rosnie. Takze ro$nie funkcja liniowa 4.

Stad w przedziale (0,00) funkcja f rosnie bo jest suma funkcji rosnacych.



Podobne spostrzezenia prowadza do wniosku, ze f roénie w przedziale (—o0, 0).
OdpowiedZ brzmi: funkcja f ro$nie w przedziale (—oo,0), a takze w prze-
dziale (0, 00).

Teraz zadanie podobne. Réznica jest taka, ze we wzorze na funkcje, znak —
zamienimy na +. Przyklad jest jednak znacznie trudniejszy. Chyba, ze wyko-
rzystamy pochodna.

57. ¢)
Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci funkeji: f(x) = 4o + %

Jak poprzednio dziedzina funkeji: D =R\ {0} = (—00,0) U (0, 00).
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Zatem funkcja rognie w przedziatach (—oo, —2) oraz (

2
przedzialach (—1,0) oraz (0, 1).

1

5,00). A maleje w

57. h)

Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznodei funkeji: f(z) L

= m.

Dziedzina funkcji: D = Ry \ {1} = (0,1) U (1,00) (Logarytm jest okreslony
tylko dla liczb dodatnich. Ponadto kazdy logarytm ma w punkcie z = 1 miejsce
zerowe. )

B 1~lnx—x-% _ln:c—l

!
@)= (Inx)?2 - (Inz)?’
Stad f'(z) >0 <= lnz >1 <=z >e.
Uwzgledniamy dziedzine i dajemy odpowiedz:
funkcja ro$nie w przedziale (e, 00), a maleje w przedziatach (0, 1) oraz (1,¢).

59. d)
Znalez¢ ekstrema lokalne funkeji: f(z) = (z + 1)e™*.

Dziedzina funkcji: D = R.
flley=1-e*+(x+1)- (e )= "1 —(x+1)] = —ze ™.

Stad f'(z) =0 <=2 =0.

Zatem f ma najwyzej jedno ekstremum lokalne.

Pozostaje odpowiedzieé czy ma je faktycznie. Do tego wystarczy by f/ zmie-
niala znak w swoim miejscu zerowym.

Tak, dla x < 0 mamy f'(z) > 0, za$ dla z > 0, f'(z) < 0. Pochodna w
punkcie x = 0 zmienia znak z + na —.

Podsumowujac. Funkcja f ma jedno ekstremum: maksimum lokalne wtasciwe
w punkcie z = 0.

Oto kolejne zadania z rozwiazaniami.

Zaczniemy od przykladu w typie zadania 59. Z tym, ze nie jest to zadanie z
listy.

Zadanie.
Znalezé ekstrema lokalne funkcji: f(z) = 2* — 42® — 1822 + 108z + 11.

Rozwiazanie:

Dziedzina funkcji: D = R.
f'(x) = 42® — 122? — 362 + 108 = 4(2> — 322 — 92+ 27) = 4(x — 3)(z? — 9) =

4(z —3)(x — 3)(z +3) = 4(x — 3)*(z + 3)

Pochodna ma dwa miejsca zerowe: x = 3 oraz x = —3.



Pochodna jest wielomianem i z = 3 jest tego wielomianu podwdjnym pier-
wiastkiem. Stad f’ nie zmienia znaku w pumkcie = 3 i wobec tego f nie ma
tu ekstremum.

Dla x = —3 mamy zmiane znaku: z — na +.

Wynika stad, ze funkcja f ma jedno ekstremum: minimum lokalne wlasciwe
w punkcie z = —3.

59. i)
Znalezé ekstrema lokalne funkcji: f(z) = 2arctgx — In(1 + 22).
To zadanie jest troche podobne do zadania 59 d).

Rozwiazanie:
Dziedzina funkcji: D = R.
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f'(x) =
Stad f(z) =0 <=z =1.

Tutaj, tak jak w zadaniu 59 d), funkcja f moze mie¢ najwyzej jedno ekstre-
mum lokalne.

Dla z < 1 mamy f’(z) > 0, za$ dla > 1, f'(z) < 0. Pochodna w punkcie
x = 1 zmienia znak z 4+ na —.

Podsumowujac. Funkcja f ma jedno ekstremum: maksimum lokalne wlasciwe
w punkcie x = 1.



