Dzien dobry,

nasz temat to: Calka nieoznaczona.

Zacznijmy od rozwazenia pewnego szczegblnego zadania, ktére wprowadzi
nas w zagadnienie.

Mamy dang funkcje f. Np. niech f(z) = x2. Nasze zadanie polega na znale-
zieniu funkcji pierwotnej F, tzn. takiej ze F'(x) = f(x).

Wiemy, ze pochodna obniza o jeden potege funkcji potegowej. Wyraza to
wzér: (x%) = az® L.

Stad F powinna wygladaé jakos tak: z>.

Sprawdzmy: (23) = 322. Co prawda nie trafiliémy od razu ale jestesmy
blisko.

Trzeba cos zrobi¢ z tréjka przed z*. To jasne. Musimy wziaé F(z) = 1a°.

Teraz faktycznie F'(z) = (32%) = §(23) = § - 32? = 22

Zgadli$my :)

To co przed chwilg zrobiliémy nazywa sie catkowaniem funkcji f.

W matematyce zapisuje sie to przy pomocy szczegdlnych symboli:

/o:zdo:: %xd +C

Litera C' oznacza stala. Tzw. stala calkowania.

Skad ona sie bierze? Zauwazmy, ze nie tylko %x?’ jest funkcja pierwotna
funkeji 2, ale takze np. 2 + 7, czy $2% — 4. Jest tak gdyz pochodna ze stalej
jest réwna zero.

Ogodlnie kazda funkcja postaci %xS + C, gdzie C jest dowolng liczbg rzeczy-
wista jest funkcja pierwotna funkcji z2.

Analogicznie tatwo zgadniemy, ze:

1.
1
/m“dmzmx“+l+0 dla a # —1
2.
/cosx dr =sinz +C
3.
/sinx dr = —cosxz +C
4.
/ew de=¢e*+C
5. N
/am dx = a4 +C
Ina
6. )
/m dI:arCthE+C

Ta tatwosé zgadywania wynika z tego, ze znamy juz wzory na pochodne.

Okaze sie ze tylko niektére calki mozemy uzyskaé korzystajac jedynie z
naszej wiedzy o pochodnych.

Przyklad pierwszy z brzegu: [Inz dz. Ta calka jest juz do$¢ trudna do
zgadnigcia.

Dlatego bedziemy musieli pozna¢ pewne metody i posigsé umiejetnosé ich
stosowania by radzi¢ sobie z jak najwigksza klasg calek.

Wezesniej jednak uzupelnimy naszg liste o jeszcze dwa wzory:

xr = arcsinx + C

7=



1
/fdx:1n|x|+0
x

Zadanie 62. Obliczy¢ calki nieoznaczone.
a)

4 1 1 2
/(x3+773\/§) dx:/(x3+4-773~x%)dx:Zm4+41nx73~§x%+0:
x x

1
:Zx4+41nx—2~x\/§+C

Uwaga. Mimo, ze wzér 8. sugeruje by w rozwiazaniu pojawila si¢ wartos$é
bezwzgledna, dokladnie In |x|, w naszym przykladzie mozemy napisaé¢ pro-
$ciej: Inx, gdyz ze wzgledu na dziedzine catkowanej funkcji i tak zmienna
x moze by¢ tylko dodatnia.

b)

l—o (0= VRO+VE) , _ I
/de_ e dx—/l—ﬁdx—x—gx\/%—l—C’

W kohcéwcee rozwiazania przykladu b) korzystamy z obliczonej w przy-
kladzie poprzednim calki funkcji \/x.

c)

zt 2?2+ 1) — (22 +1)+1 1
T e = dr= [ 221+ —— de =
/:E2+1 v / 24+ 1 v /x +£U2+1 .

1
= §x3—x—|—arctgm+0

cosx —sinx cosT —sinx cosT —sinx

/ cos 2x dr — / cos® x — sin® z dr — / (cosz — sinx)(cos x + sin x) dr —

/cosz+sinx dr =sinx —cosx + C

x3+\/3:r2—1d /x3+\3/x2 1 i / 3+x§ 1 i

Xr = e —_— = — A = R — — — dx =
3.1 2.1 _1 5 1 _1 2 7 6 =z 1
27242372 —x 2dr= [ 22 2% —z 2da:=?x2—|—?x6—2x2+02

= 2VaT + VT~ avE+ O

—x 2z _ 9* _ 9 ’ i(%)r * (%)z
/e -3 d:c/exdx/<€> dz—ln% +C’—ln9_1+C

* korzystamy ze wzoru 5.
* korzystamy z wlasnosci logarytmu: log, g = log, b — log, c.

x kX

Te cze$¢ naszej nauki zaczne od wzoru, ktéry w pierwszej chwili moze
wydac sie nieco osobliwy. Jest jednak czesto przydatny.



10.

f'(x)
de=In|f(x)|+C
5 4=
A teraz przyklady wykorzystania wzoru 9.

a) [ctgx dz = [ 52 dg =In|sinz|+ C

sin x

b) [tgzde = [S2L gy = — [=80% g — _In|cosz|+C

Cos T

z+3 _ T 3 _
) | ozpy do = fx2+1 + g dr =

=3[ F5 de+3 [ Zg de = 3In(2® +1) + Barctgr + C

Bardzo waznym narzedziem jest wzér na calkowanie przez czesci. Z grub-
sza rzecz biorac méwi on jak mozna sprébowaé obliczy¢ caltke iloczynu
funkcji.

/ﬂ@%ﬂm=F@M@—/F@W@M%

gdzie F jest funkcja pierwotng funkcji f.

Zauwazmy, ze wzor 10. nie musi da¢ natychmiast rozwigzania. Zamienia
on tylko calke iloczynu funkcji na catke iloczynu innych funkcji. Mimo to
jest czesto bardzo pomocny.

Przyktady.

L [a* Inzdr = f2°lna— [12° L de = 1o -1 [atde =
it -1 -1ab+C

I [2-coszdr = z-sinz— [1-sinzdr = z-sinz— (—cosz)+C =

= gx-sinz +cosx + C

Zastosowanie wzoru 10. nalezy w przyktadzie II. rozumieé¢ w ten sposéb,
ze f(x) =cosz, a g(x) = x.

III. W tym przykladzie wzoru na catkowanie przez czesdci uzyjemy dwu-
krotnie.

[ 2%e® dz = 2%e® — [2ze” dv = 2%e® —2 [xe® dx =
= 2%e® —2(ze® — [1-€%) dx = z%e® —2(ze” —e®)+ C =
= z2e® — 2ze® + 2% + C.

IV. Teraz bedziemy mieli do scatkowania funkcje In .

Zapisujemy ja jako iloczyn 1-Inz i rozpoczynamy calkowanie przez czesci.
Zobaczmy jaki efekt da ten prosty trik.

JInzdr = [1-Inzdz = x-lnx—fx-%dx =

=z-lnz— [ldr =z-lnx—z+C



V. Ten przyktad policzymy tez przez czeéci ale znéw troche inaczej:
Je*sinzdr = e”sinz—[e” cosx dr = (jeszcze raz calkujemy przez czedci)
= e"sinz—[e* cosz— [ e”(—sinz) dz] = e”sinz—e® cosz— [ e*sinx dx

Poréwnajmy teraz to od czego wyszliSmy z tym co dostaliémy, dwukrotnie
catkujac przez czesci:

Je*sinz de = e"sinz +e®cosz — [e*sinx dx

Calke z prawej strony rownoéci przenosimy na lews;

Qfewsin;v dr = e*sinz —e®cosz + C

Dzielimy stronami przez 2 i otrzymujemy:

[esinz dv = 1(e*sinz —e®cosz) + C

Uwaga. C nie dzielimy i nie przedstawiamy w postaci %, gdyz C, w tym

kontekscie, nie jest konkretna liczba lecz symbolizuje dowolna stala rze-
czywista.

Teraz rozwiaze kilka zadan z zastosowania caltkowania przez czesci z naszej
listy.
63 a) Najpierw chce bySmy zauwazyli, ze [ €** dx = %62”” + C, podobnie

[ cosbz dx = %sin 5z + C. Wzory te tatwo zgadnaé. Wystarczy liczac
pochodng z €2 zauwazyé, ze pojawia sie czynnik 2 (jako pochodna we-
wnetrzna). Podobnie jest w przypadku drugiej catki.

Analogicznie mamy [e™3% dz = —1e™3* 4 C.

Skoro to wiemy, mozemy teraz calkowaé przez czesci nasz przyklad:

1 1 1 1
/xe_‘% de = x- <—3e_3””) —/ 1. <—36_3x) dr = —gxe_?’””— (—3) /6_37” dr =

1 1 1 1 1 1 1
—fxe_?’””—i—g /6_3”” do = —gxe_%—i—f (—6_3”’>—|—C = —gxe_sx—ge_?’”’—i—C

3 3 3
63 ¢)
1
/\/Earctgfda:—fm Tarctg /T — /x\fzf led
2
= —q N —

3

Poniewaifﬁ_ldac:fw t=[1- g de=x—Infz+1/+C

mozemy juz napisa¢ odpowiedz do naszego przyktadu:

2 1 1
/\/Earctg\/:?dx: 3% zarctgﬁ—§z+§ln|x+1\—|—c

63 d)

1 * *
/ x d:c:/z- dz:x-tgx—/tgxdz::z:tgx+ln\cosa:|+6’
cos?zx cos?x

1
cos2 x

 Przypomnijmy, ze (tgz) =

* to juz liczyliSémy, calka z tangensa, strona nr 3, przyklad b).

* kX



Sa dwie gltéwne metody catkowania. Catkowanie przez czesci i catkowanie
przez podstawienie. Pierwsza juz Panstwo poznali. Teraz kolej na druga.

Dla nas kluczowa jest tu nie teoria lecz to by posiasé umiejetnosé stoso-
wania tej metody. Dlatego od razu przystapie do zrobienia konkretnego
przyktadu i wlaénie na przykladach nauczymy sie catkowaé przez podsta-
wienie.

Pierwszym przykladem jest calka

/x\/mQ—i—Q dx

Moze wydac sie, ze trzeba tu catkowaé przez czesci. Jednak gdy tego spro-
bujemy, od razu pojawia sie przed nami pigtrzace sie trudnosci. Zastosu-
jemy catkowanie przez podstawienie.

2 +2=t 1 1 )
V22 +2dx | 2xdr = 1dt Q/Q\/Zdtzi/tf dt =

zdx = %dt

1 .1
:gt\/i+0:§(x2+2)\/x2+2+0

A teraz wyjaénienia.

* Tu wlagnie podstawiamy. Za x2? 4+ 2 podstawiamy nowa zmienng t. Oka-
zuje sie, ze wowczas, pelniacy dotychczas role ozdobnika napis dz ”ozywa” .
Tzn. nie zamienia si¢ "z automatu” na dt. W zamieszczonej tabelce mamy
22 + 2 = t, a ponizej 2zdx = 1dt. Co jest efektem zrézniczkowania lewej
strony pierwszej rownosci wzgledem zmiennej x, a prawej wzgledem t.

Elementy naszej calki: x oraz dx, zamieniaja sie ostatecznie na %dt.
* A tutaj, po scalkowaniu funkcji zmiennej ¢ wracamy do wyjsciowej
zmiennej r wg wzoru z tabelki. Musimy wykonaé ten konicowy krok, gdyz

naszym zadaniem byto znalezienie funkcji pierwotnej do funkcji zmiennej
x.

Oczywiscie mozemy dziwi¢ sie skad w naszej tabelce wziela sie réwnosé
2xdr = dt.

Ma to teoretyczne uzasadnienie. Nie sadze jednak by bylo teraz celowe
koncentrowanie sie na tej malo praktycznej kwestii.

Mozemy myéleé tak: ¢ = z2? + 2, wiec uzywajac symboli stosowanych naj-
czedciej przez fizykéw, mozna zapisa¢ pochodna wielkosci ¢ rozumianej
jako funkcja zmiennej z w sposob nastepujacy [‘j—fc = 2z. Co daje wlasnie
dt = 2xdx, a nastepnie %dt = xdzx.

Teraz rozwiaze dwa przyklady z naszej listy.
64. c)

cosT
———dx
v1+sinz

A teraz trudniejszy,

przyktad 64. h)

2+ r=te Jr=t—2

1 L _dr =dt 1 t—2
-y 2z :/72t—2 dt:2/—dt:
/2+\/5 v de = 2/Tdt p 2t =2) ¢
dx =2(t — 2)dt

31 = 1 1
1+sinz t':/\/idtz/t_édt:%"“"cz%/m—i_c

cosxdr = dt

2 1
:2/1—¥dt:2/1—2¥ dt =2t —-2Int)+C =2t —4lnt+C =

= 2(24+/1)—41In(24/x)+C = 442z —4In(24+v2)+C = 2y/z—4In(2+v/z)+C



* OpusciliSmy w formule wolno stojaca liczbe 4 by bylo prosciej. Mozemy
to zrobié¢, gdyz C' jest ”"dowolng staly” tak samo jak 4 + C.

I S 3

Kontynuujemy opowiadanie o catkowaniu przez podstawienie.
Ponadto rozszerzymy nasze umiejetnosci catkowania funkcji trygonome-
trycznych.

Zaczne od calki

/ cos® x dx

Podpowiem, ze dobrze policzy¢ ja przez podstawienie. Moze okazaé sie ze
taka podpowiedz to za malo. Jesli podobnych calek nie liczyliSmy, nie od
razu musimy zorientowac sie co podstawi¢ za nowa zmienna. Najbardziej
narzucajacy sie pomysl: cosz = t nic tu nie daje. Okazuje sie, ze w tym
przyktadzie dobrym podstawieniem jest: sin z = ¢t. Trudno$¢ moze polegaé
na tym, ze na poczatku, w przyktadzie symbolu sin x w ogble nie widac.

/cosgx dz:/(l—sin2x)cosm dz sma =1 ‘_/1—t2 dt =

cosxdr = dt

:t71t3+0:sinx7 }sin3x+0
3 3

Czy ten szczegdlny przyktad moze nas nauczy¢ czego$ wiecej?

Tak. Okazuje sie ze w podobny sposob, korzystajac z jedynki trygono-

metrycznej, mozemy liczyé calki innych nieparzystych poteg funkcji cosx

oraz sinx.

Przyktad:
cosx =t
/Sin7x de = /(1 —cos?z)¥sinwdr | —sinazdr =dt | = — / (1—t*)?*dt =
sinzdr = —dt

1 1y .1
:/(thl)S dt:/t673t4+3t271dt: §t773o5t‘)+3§t37t+0:

3
= *COS7£L'—3C085$+C0S3£L’—COS$+C

7
A co z potegami parzystymi?

Ograniczymy sie do potegi 2. Mamy wiec catki

/sin2 z dx oraz /Cos2 T dx

Wychodzac od znanej tozsamosci: cos 2z = 1 — 2sin® z dostaniemy wzér:

1
sin?z = 5(1 — cos 2x)

Stad

1
sin 22 +C

1 1 1
/sin2xdx: 5/1—0082xdx: §(x—§sin2z)+0:g—1

Teraz przedstawiajac cos? z jako 1 — sin? z i korzystajac z obliczonej juz
catki funkcji sin® z otrzymamy wynik réznigcy sie od poprzedniego tylko
znakiem przy i sin 2z:

1
/cosgxdx:g—l—zsirdx—i—C



Gdy idzie o f tg? x dr to okaze sie tu wazne, zeby pamietaé¢ odpowiedni
wzOr na pochodna:

(tgx) = 1+tg?w.

Dalej juz wszystko pojdzie tatwo:
/thx dm:/1+tg2x—1 dr=tgx—x+C .
Podobnie radzimy sobie z [ ctg?z dx.
* k%

Teraz zajmiemy sie catkowaniem funkcji wymiernych. Bedziemy czesto
korzysta¢ ze wzoru nr 9 ktéry sie pojawil na stronie 3 tego tekstu:

O~
5 e = miswr+c

Przyktady.
a)

1
/ dr = Injz=3|+C
-3

1 -1 1
/S—xdx = /x_gdx = f/m de = —ln|lz—3|+C

6x + 3 32x+1) / 2z +1 5
O g = [ 22T g 3 [ 2T g = 31 4
/a:2+x—4 v /x2+x—4 T =3 x2+x—4 v = 3hnjettr—d+C

b)

d)

—dxr+7 —dx +7 * 1 )
/x2—|—x—2 . /(m—l)(x+2) o /a:—1+x—|—2 o

1 1
:/ —5——drZInjz—1|-5njz+2/+C
z—1 T+ 2

* ZrobiliSmy tu to co ¢éwiczyli juz Panstwo na zajeciach z algebry: rozto-
zyliémy funkcje wymierng na utamki proste.

* A tutaj wykorzystaliémy wzoér 9.

Teraz kolejne, tym razem bardziej ztozone przykltady.

1.
5% — 8x2 +x — 12 523 —8x2 +x — 12
dr = dxr =
x4 — 33 x3(x —3)
3 2
MR =2+ Bt G+ | -9)

523 — 822 + 2 — 12 = Ax*(z — 3) + B(z(z — 3) + C(x — 3) + Da?
523 — 822+ —12=(A+ D)a® + (=34 + B)z? + (=3B + C)z — 3C

-3C=-12—-C=4—-3B+4=1—-B=1—-A=3—-D=2

52°—8a%+x—-12 _ 3 1 4 2
Zatem W_E+172+7+m773



]

2 1-1 2 1
:4ln|x—2|+/Ldx:4ln|m—2|—|—/ vt +
224+z+1 22+az+1

7+7

3 1 4 2

r a2 z—3

1
:3ln|x|+(—1)x_1+4-—2x_2+21n|$—3\+02

1 2
:3ln|x|—5—?+21n|x—3|+0

622 +4 622 +4
dl‘z dl‘:
a3 —a?—x—2 (x—2)(a2+2+1)

2
Rt =+ G | -9 o+ D)

622 +4=A?+z+1)+ (Bx+C)(x—2)

622 +4=(A+B)2?+(A-2B+C)z+ A—2C
Otrzymujemy uktad trzech rownan :
I.LA+B=6;1I.A-2B+C=0; IIl. A-2C =14
Dodajemy stronami 4 -1+ 2 - IT 4 III i mamy :
TA=28— A=4stad B=2iC=0

; 6x244  _ _4 2z
Dostajemy zatem =3t — = —5 + P

4 2x 1 2x
dr=4 | — d ——— dx =
/1’72+:L'2+:L’+1 v /:cf? x+/x2+x+1 v

1

1 1
f3+7da:=/37+1372+4x73+27 dxr =
x x—3 x

[ |

. 2v/3 2 1
Z4lnlz -2+ In(z® + 2+ 1) + == arct <x+>+C
o = 2|+ In( ) s( e+ o5

3

dx

* a) Wykorzystujemy tu kolejny raz wzoér 9 (licznik 2z +1 jest pochodna
mianownika z2 + z + 1).
Zostala juz tylko ostatnia, troche trudniejsza calka.

b)

[

4/ 1 5
V3
3) [ZH+3)2+1 di:@dt
4 3 1
V3 (2 1)
= —arctg| —=x+—=)+C
3 & V3 V3

*



