ELEMENTY ANALIZY MATEMATYCZNEJ 2 NA W10

Lista zadan uzupelniajacych wyklad dr Pauliny Frej w semestrze letnim 2023 /24.

Zadania sa wybrane z list zadan opracowanych przez dr J. Sulkowska oraz dra M. Gewerta i dra Z. Skoczylasa
z Wydziatu Matematyki Politechniki Wroctawskiej oraz z podrecznika Problemy Analizy Matematycznej w red. B. De-

midowicza.

1 LISTA PODSTAWOWA OBOWIAZUJACA NA CWICZENIACH.

RACHUNEK ROZNICZKOWY FUNKCJI DWOCH ZMIENNYCH.

WYZNACZANIE DZIEDZINY. SZKICOWANIE WYKRESOW FUNKCJI DWOCH ZMIENNYCH (POWIERZCHNIE
OBROTOWE I WALCOWE).

Zadanie 1.1. Wyznaczy¢ i narysowa¢ dziedziny naturalne podanych funkcji dwoch zmiennych.

a) f(x,y)\/%, b) f(x’y):lnm C) f($7y):m7

Zadanie 1.2. Naszkicowa¢ wykresy podanych funkcji dwoch zmiennych.

a) f(z,y) =1—2v22 492, ¢) flz,y) = V/3+2w — 22 —¢?,
1
b J@ey) = T d) fly) =147

OBLICZANIE POCHODNYCH CZASTKOWYCH. WYZNACZANIE ROWNANIA PLASZCZYZNY STYCZNEJ.
ZASTOSOWANIE ROZNICZKI DO SZACOWANIA DOKEADNOSCI OBLICZEN

Zadanie 1.3. Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu podanych funkcji dwoch zmiennych.

a T,Yy) = 2 + y2, cos y
VI =V o S =e
Y
b) flz,y) =In(Va?+y? —x), d) f(x,y) = In (arctg ;)7
Zadanie 1.4. Napisa¢ rownanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji f w podanym punkcie tego wykresu.
. . . 4—
a) f(z,y) = arcsin (% + 2 - y), w punkcie przecigcia ¢) flz,y) = Y e Y w punkcie przeciecia wykresu
wykresu z osig Oz, z osia Oz,
b) f(x7y): W7 WpunkCie (_%7§720)a
arccos y
Zadanie 1.5.

a) Na wykresie funkcji f(z,y) = arctg ¥ wskaza¢ punkty, w ktorych plaszczyzna styczna jest réwnolegla do plasz-
czyzny m: x+y—2z—5=0.

b) Wyznaczy¢ réwnanie tej plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji f(z,y) = 22 + 32, ktora jest prostopadia do
prostej l: x=t, y=t, z2=2t, teR.

Zadanie 1.6.

a) Krawedzie prostopadloscianu maja dlugosci a = 3 m, b = 4 m, ¢ = 12 m. Obliczy¢, stosujac rozniczke funkcji, jak
w przyblizeniu zmieni sie dlugo$é przekatnej prostopadtoscianu, gdy dtugosci wszystkich krawedzi zwiekszymy
0 2 cm.

b) Masa ciata zwazonego z dokladnoscia 20 g wynosi M = 4000 g, a jego objeto$é zmierzona z doktadnoscig 1 cm?

wynosi V' = 800 cm?. Z jakim bledem bezwzglednym i wzglednym mozna obliczyé gestosé tego ciata?



WYZNACZANIE I INTERPRETOWANIE GRADIENTU FUNKCJI I POCHODNEJ KIERUNKOWEJ.
Zadanie 1.7. a) Obliczy¢ gradient funkcji f(x,y) = In(z + Iny) w punkcie (zg, yo) = (e, 1).

b) Obliczyé pochodne kierunkowe funkcji f(x,y) = |z| + |y| w punkcie (x0,y0) = (0,1) w kierunku wersorow
7= (0,1), % = (0,-1), 7 = (2, 2),
Dla jakich wersorow pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie (zg,yo) = (0,1) jest rowna 07

Naszkicowa¢ wykres funkcji f(z,y) = |z| + |y| i zinterpretowaé wyniki obliczeri.

c¢) Obliczy¢ pochodna kierunkows funkcji f(z,y) = « — % +y w punkcie (zg,y0) = (1,1) w kierunku wersora
x
S _ (3 _4
v=(3-3)
d) Obliczyé pochodna kierunkows funkcji f(x,y) = (22 —y)e T w punkeie (zg,y0) = (1,1) w kierunku wersora

tworzacego kat o = § z dodatnia czescig osi Ox.

e) Wyznaczy¢ wersory @, w kierunku ktorych funkcja f(z,y) = Ve" (z+y?) w punkcie (9, yo) = (0,2) ma pochodna
kierunkows rowng 0.

f) Obliczyé¢ pochodng kierunkows funkcji f(z,y) = y — 2% + 2In(xy) w punkcie (z9,%0) = (—%, —1) w kierunku

wersora U tworzacego kat « z dodatnia czescia osi Ox.

Dla jakiego kata o pochodna ta ma wartosé 0, a dla jakiego przyjmuje wartos$é najwieksza?

WYZNACZANIE EKSTREMOW LOKALNYCH FUNKCJI DWOCH ZMIENNYCH.

Zadanie 1.8. Korzystajac z definicji zbadaé, czy funkcja f(z,y) = 5|z| + |y + 1| ma ekstremum lokalne w punkcie
(x07y0) = (07 _1)

Zadanie 1.9. Zbada¢, czy podane funkcje dwoch zmiennych maja ekstrema lokalne. (Wyznaczy¢ punkty krytyczne i

okresli¢ rodzaj ekstremum, jesli dana funkcja takie posiada.)

a) f(x,y) :x67y+l+ey, c) f(z,y) = +y* — 3uy, e) f(z,y) =z+y — 2In(zy),
X
b) flz,y) =yvz —y* — z + 6y, d) f(z,y) =2° —azy+y*—54lny, ) f(z,y) =e* Y +e" +e¥ 7"

CALKI PODWOJNE.

ZAMIANA CALKI PODWOJNEJ NA CALKI ITEROWANE. OBLICZANIE CALEK PO OBSZARACH NORMAL-

NYCH.

Zadanie 1.10. Catke podwojna [[ f(z,y) dzdy zamieni¢ na calki iterowane, jezeli obszar D jest ograniczony podanymi
D

krzywymi.

a) y=a°, y=x+2, b) 2?2 +9y? =4, y=20—22 =0 c) 22 —yP=1, 22 +¢y*=3
(z,y > 0), (z <0).

Naszkicowaé obszar caltkowania D.

Zadanie 1.11. Obliczy¢ podane calki iterowane.

1 2r 1 0 3 y
2z—
a) /dx/sinxydy, b) /dx/e ydy, c) /dy/ y2 + 16 dz.
0 ™ 0o 41 0 0

Naszkicowaé¢ obszary catkowania.



Zadanie 1.12. Obliczy¢ calki podwéjne po obszarach ograniczonych podanymi krzywymi.

a) //ydxdy, D:y:2—x27y:—1,y:1,mzl—\/l—yz,
D

)//eydgcdy7 D:y=vVz,z2=0y=1,
D
)//(ch+4x2)dazdy, D:y=x+3,y=a>+3z+3,
2 xy
)//xe dzdy, D:y=xz,y=1,2z=0,
)//(2x—3y+2)dmdy, D:y=0,y=m,x=—1,z=siny.

Naszkicowaé obszary catkowania.

CARKA PODWOJNA WE WSPOLRZEDNYCH BIEGUNOWYCH. PRZYKEADY ZASTOSOWAN CALEK PODWOJ-
NYCH.

Zadanie 1.13. Wprowadzajac wspolrzedne biegunowe, obliczy¢ podane catki podwojne.

) // xdxdy, D jest obszarem ograniczonym krzywymi z? + (y —1)> =1,y =z (z >y),

) //wydwdy, D={(x,y)€R2:w2+y2<1, \%<y<\/§w},
D

1}2+2
o [[ve T dudy, D= {(@y) B iz 20,y 0.80 14 <1},
d) //(m2+92)dxdy7D={(x,y)€R2ry>0,y<w2+y2<x},

dzd
// Y o D={(z,y) eR*:1<a® +4° <9,y <0},
m2+y

Naszkicowaé obszary catkowania.

Zadanie 1.14. Wykorzystujac catke podwojna, obliczyé pole obszaru D ograniczonego podanymi krzywymi.
a) D: 2% +y* =2y, y= 3]z, by D: z4+y=4,z+y=8x—3y=0,z— 3y =>5.

Zadanie 1.15. Wykorzystujac catke podwdjna, obliczy¢ odjetosé bryly U ograniczonej podanymi powierzchniami.

Sporzadzié¢ staranny rysunek pomocniczy.

a) U: z=+/25—22 —y?, z=14+ 22 + 92, ) U: z=5—a2>—y* z2=1,2=4,

b) U: 2?2 +y2+22=4,2=1(22>1), A U: 22 +9y*—2y=0,2=2>+9% 2=0.
Zadanie 1.16. Obliczy¢ pole powierzchni plata ¥ : z = 22 4+ 32, 22 + 3% < 1.

Zadanie 1.17. Wyznaczy¢ polozenie $rodka masy obszaru jednorodnego D o gestosci pg.-

a) D= {(x, y) € R?:0< 2z <7 0<y<sin? :c}, ¢) D jest polpierscieniem o promieniu wewnetrznym r
b) D jest trojkatem rownoramiennym o boku a i wyso- i zewnetrznym R.
koéci h,



Zadanie 1.18. Obliczy¢ momenty bezwladnosci podanych obszaréw jednorodnych o masie M wzgledem wskazanej

osi lub punktu.

a) ¢wiartka kola o promieniu R, wzgledem osi symetrii, b) kwadrat, wzgledem przekatne;.

SZEREGI LICZBOWE I POTEGOWE.
BADANIE ZBIEZNOSCI SZEREGOW LICZBOWYCH.
Zadanie 1.19. Wyznaczy¢ sumy cze$ciowe podanych szeregéw i zbadaé ich zbieznosé.
% sg\n oo
>Z<4> , Z\/ﬁ vy ) S ey

Zadanie 1.20. Korzystajac z kryterium poréwnawczego lub z kryterium ilorazowego, zbada¢ zbieznos¢ podanych

szeregow.
> VnZ+1 e —1 > T
a) Z n2+2 ’ b) Z3n_17 C) Sln?
n=1 n=1 n=1

Zadanie 1.21. Korzystajac z kryterium d’Alemberta lub z kryterium Cauchy’ego, zbadaé zbieznosé podanych szere-

gow.
o 27+ 37 o~ 5" + 1 > gn "
3«);3714_511’ C);n4+1 e)z E
n=1 (n+ 1)
oo (oo} oo
2024™ n" n o,
V2 e V3 3w’ (),
Zadanie 1.22. Zbadaé zbiezno$¢ oraz zbiezno$¢ bezwzgledna podanych szeregéw
a) Z(—l)”(\/nQ—&—l—n), b) Z(—l)"sing, c) Z (3n—|—5) .
n=1 n=4 n=1

WYZNACZANIE PRZEDZIALU ZBIEZNOSCI SZEREGU POTEGOWEGO.
Zadanie 1.23. Wyznaczy¢ przedzialy zbieznosci podanych szeregdéw potegowych.

o

a) 3 (50 10)" SPIE= o Y DI
n=1 ’ n=1

Mg

3
I
-

ROZWIJANIE FUNKCJI W SZEREG POTEGOWY PRZY WYKORZYSTANIU ROZWINIEC PODSTAWOWYCH
FUNKCJI.

Zadanie 1.24. Korzystajac ze znanych rozwinie¢ Maclaurina funkcji elementarnych, wyznaczy¢ rozwiniecia w szereg

Maclaurina podanych funkcji i okresli¢ ich przedziaty zbieznosci. (Przydatne wzory podane sa ponizej.)

5 mg —x

2) f(@) = ) b) f(2)= 15— ¢) f(z) =a%




Zadanie 1.25. Korzystajac ze znanych rozwinie¢ Maclaurina funkcji elementarnych, obliczy¢ wskazane pochodne.

(Przydatne wzory podane sa ponizej.)

a) f2019)(0) dla funkcji f(z) = ze™®, b) f19(0) dla funkcji f(x) = 2sin® g

SZEREGI MACLAURINA NIEKTORYCH FUNKCJI ELEMENTARNYCH

1 (oo}
1_x:7;)x”:1+x+x2+x3+... dla |z| < 1,
o n 22 23
Zj_l_&_ +§+3 + ... dla x € R,
N (=1~ e A
s1nx—z(2n+1 x_§+§_ﬁ+”' dla x € R,
1 22 2t S
_1—54-1—&—&-... dla z € R.

2 LISTA DODATKOWA (PRACA WLASNA STUDENTA).

RACHUNEK ROZNICZKOWY FUNKCJI DWOCH ZMIENNYCH.

WYZNACZANIE DZIEDZINY. SZKICOWANIE WYKRESOW FUNKCJI DWOCH ZMIENNYCH (POWIERZCHNIE
OBROTOWE I WALCOWE).

Zadanie 2.1. Wyznaczy¢ i narysowa¢ dziedziny naturalne podanych funkcji dwoch zmiennych.

2) f(z,y) =In(y - sinz), b) Floy) = 1[I Q) [a,y) = V=7 I (92—
) .T+1’

Zadanie 2.2. Naszkicowaé¢ wykresy podanych funkcji dwoch zmiennych.

a) flz,y) =2 +y* =3, ) flz,y) = V25 —a%—y?

b) f(z,y) =2®+ 2z +y® — 6y + 3, d) f(z,y) = cosz.

OBLICZANIE POCHODNYCH CZASTKOWYCH. WYZNACZANIE ROWNANIA PLASZCZYZNY STYCZNEJ.
ZASTOSOWANIE ROZNICZKI DO SZACOWANIA DOKEADNOSCI OBLICZEN

Zadanie 2.3. Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu podanych funkcji dwoch zmiennych.

2 4 8 s 20
) fa) = = D o) = 0,
b) f(z,y) =/ 2zy + 2, e) f(z,y) =Vy—zIn9—2*—y?),
C) f(x7y) - a‘I‘Ctg :E__"_‘T;a

Zadanie 2.4. Napisa¢ réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji f w podanym punkcie tego wykresu.

a) f(z,y) = e, w punkcie (2, —1, ), c) f(z,y) = (2+x—3y)*, w punkcie przeciecia wykresu
b) f(z,y) = 2*\/y + 1, w punkcie (1,3, z), z osig Oz,
Zadanie 2.5. a) Napisa¢ réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni (z + 2)? + (y — 3)? + 22 = 6 w punkcie

(20, Y0, 20) = (0,2, —1). Jak sie nazywa ta powierzchnia?

b) Na powierzchni z = y In(1 + x + y?) znalezé¢ punkt, w ktorym plaszezyzna styczna do tej powierzchni jest

rownolegta do plaszczyzny m: z —yln2 = 0.



Zadanie 2.6.

a) Wysoko$é¢ h i promien r walca zmierzono z doktadnoscia 1 mm i otrzymano h = 350 mm oraz r = 145 mm.

Obliczyé¢, stosujac rézniczke funkcji, z jaka w przyblizeniu doktadnoscia mozna obliczy¢ objetosé V' tego walca?

b) Boki trojkatnego kawaltka ziemi zmierzone z doktadnoscia 1 m wynosza a = 250 m, b = 400 m. Kat miedzy tymi
bokami zmierzony z doktadnoscia 0,01 rad wynosi o = %. Z jaka w przyblizeniu doktadnoscia mozna obliczy¢

pole P tego kawatka ziemi?

WYZNACZANIE I INTERPRETOWANIE GRADIENTU FUNKCJI I POCHODNEJ KIERUNKOWEJ.
3

Zadanie 2.7. a) Wyznaczy¢ punkty, w ktorych dtugosé gradientu funkcji f(x,y) = (2% + y2)§ wynosi 2.

b) Korzystajac z definicji, obliczy¢ pochodna kierunkowa funkeji f(x,y) = /22 + y? w punkcie (z9,y0) = (0,0) w

kierunku wersora ¥ = (?, %)

c¢) Korzystajac z definicji, obliczyé pochodna kierunkowa funkcji f(x,y) = ¥zy w punkcie (zo,y0) = (1,0) w kie-

runku wersora ¥ = (g, g)

d) Obliczyé¢ pochodng kierunkowa funkeji f(x,y) = x? +y* w punkcie (xo,10) = (—3,4) w kierunku wersora
U= (3% 1)

N3

e) Wyznaczy¢ wszystkie punkty, w ktorych pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) = ~— w kierunku wersora
Y
(?, g) przyjmuje wartosc 0.

f) Wyznaczyé pochodna kierunkows funkcji f(z,y) = 222 — 3y? w punkcie (xg,yo) = (1,1) w kierunku gradientu.

WYZNACZANIE EKSTREMOW LOKALNYCH FUNKCJI DWOCH ZMIENNYCH.

Zadanie 2.8. Korzystajac z definicji zbadad, czy funkcja f(z,y) = 2?2 — 2y? ma ekstremum lokalne w punkcie
(z0,90) = (0,0).

Zadanie 2.9. Zbada¢, czy podane funkcje dwoch zmiennych maja ekstrema lokalne. (Wyznaczy¢ punkty krytyczne i

okresli¢ rodzaj ekstremum, jesli dana funkcja takie posiada.)

a) f(x,y) = x>+ 32y? —5lx — 24y, e) flx,y) = 2® — day + 2¢°, h) f(:c,y):y\/:?—k%—k%,
x
b)f(xvy):§+§+y,(ﬂr>0,y>0)7 P Z
Ty D fey) =@~y ) f@y) = +2Va+
c) f(z,y) =xy+Iny+a?, e oyl xy
d) f($7y) = exzfy(5 - 237 + y)y g) f(-ryy) = g + \/E ) j) f($7y) — e"L'_Qy + ey_-'I; + e6+y

Uwaga: Prosze nie rozwiazywaé¢ wszystkich przyktadéw od poczatku do korica. Warto natomiast doj$é do momentu
wyznaczenia punktéow krytycznych.
CALKI PODWOJNE.

ZAMIANA CALKI PODWOJNEJ NA CALKI ITEROWANE. OBLICZANIE CALEK PO OBSZARACH NORMAL-
NYCH.

Zadanie 2.10. Calke podwojna f f f(z,y) dedy zamieni¢ na calki iterowane, jezeli obszar D jest ograniczony podanymi
D

krzywymi.
a’) I2741‘+y2+6y751:07 b)y:27x2,x:\y|,y:72, C)y:—27y:l,y:—\/jl‘.
x

Naszkicowaé obszar calkowania D.



Zadanie 2.11. Obliczy¢ podane calki iterowane.

2 z? 4 2z 2 V=22
a) /da:/%dy, b) /dx/z2vy—xdy, c) /dx /(a:3+y3)dy.
1 z 1 z -2 0

Naszkicowaé obszary catkowania.

Zadanie 2.12. Obliczy¢ calki podwojne po obszarach ograniczonych podanymi krzywymi.

a) //nyda:dy, D:y=ux,y=2—21°
D
b) //(M/—F:E)dxdy, D:z=0,y=-1,y=3—2%(x >0),
D
‘,1;2
c) //e dzdy, D:y=0,y=2z,x=+VIn3,
D
d) //(J:Q—J:y)dmdy, D:y=uz, y=3x—a°
D

Naszkicowaé obszary catkowania.

CARKA PODWOJNA WE WSPOLRZEDNYCH BIEGUNOWYCH. PRZYKEADY ZASTOSOWAN CALEK PODWOJ-
NYCH.

Zadanie 2.13. Wprowadzajac wspolrzedne biegunowe, obliczy¢ podane catki podwojne.

222

a) //e "drdy, D={(x,y) eR?: 2% +y* <2},
D

b) //ydxdy, D jest obszarem ograniczonym krzywymi 22 +y? =4, 2 +y? =1, y =z, y =0 (x,y > 0),
D

c) //xy2dxdy, D= {(x,y) eER?:z>0,1<22+12< 2},
D

d) //xzdacdy, D= {(x,y) eR?: 22 +4% < 2y},
D

e) //yd:ccly7 D = {(z,y) e R* : 2” +y* < 22, y < 0},
D

Naszkicowaé¢ obszary catkowania.
Zadanie 2.14. Wykorzystujac catke podwdjna, obliczyé pole obszaru D ograniczonego podanymi krzywymi.
a) D: y?* =4z, +y=3,y=0 (y = 0), b) D: 2?2 +9y* -2y =0, 2% +54* — 4y = 0.

Zadanie 2.15. Wykorzystujac catke podwdjna, obliczy¢ odjetosé¢ bryly U ograniczonej podanymi powierzchniami.
Sporzadzié¢ staranny rysunek pomocniczy.

a) U: 22 4+9y* =1, 2=224y* -3, 2=5— /o2 + 12, ) U: a2 +yP=1,z2=4—2% -9 2=2,
b) U: z=a+y% z=32+ 1(2? +4?), d) U: z2=+/25—a2 —y2 2 =2 +9y* - 13.



Zadanie 2.16. Obliczy¢ pole ptata X.
a) X: z=+a2+y% 1< 2<2, b) ©: 2?2+ +22=R% 22+ 94> — R <0,2>0.
Zadanie 2.17. Wyznaczy¢ polozenie §rodka masy obszaru jednorodnego D o gestosci pg.

) D={(z,y) € R?: 22 <y< 9}, ¢) D jest trojkatem rownobocznym o boku 2a, do kto-
rego dotaczono poétkole o promieniu a (jeden z bokow
b) D= {(z,y) € R*:0<z <1, |yl < e}, trojkata sklejono ze $rednica potkola).

Zadanie 2.18. Obliczy¢ momenty bezwladnosci podanych obszaréw jednorodnych o masie M wzgledem wskazanej

osi lub punktu.

a) trojkat rownoboczny o boku a, b) koto o érednicy d, wzgledem c¢) trojkat rownoboczny o boku a,
wzgledem podstawy, $rodka, wzgledem osi symetrii.
SZEREGI LICZBOWE I POTEGOWE.
BADANIE ZBIEZNOSCI SZEREGOW LICZBOWYCH.

Zadanie 2.19. Wyznaczy¢ sumy cze$ciowe podanych szeregéw i zbadaé ich zbieznosé.

n—1 =
a)z n! ' ; n+2

Zadanie 2.20. Korzystajac z kryterium poréwnawczego lub z kryterium ilorazowego, zbadaé¢ zbieznosé¢ podanych

szeregow.
—3n+1 o~ n? 42 ~ 3"+
b
);nuz’ )7; — );n3n+2n,

gow.

n=1 n=1 n=1
ee} (e’ n oo 2n
2-5-8-...-(3n—1) n+1 (2n+1)
b d f -
)ngll~5~9'...~(4n73)7 >§(2n1> ’ );(3n2+1)"’

Zadanie 2.22. Zbadaé zbiezno$¢ oraz zbiezno$¢ bezwzgledna podanych szeregow.

= (-2 = (-1 = (-1
g3n+4n’ b>;n27+2’ C)Zz)znﬂ'

WYZNACZANIE PRZEDZIALU ZBIEZNOSCI SZEREGU POTEGOWEGO.

Zadanie 2.23. Wyznaczy¢ przedzialy zbiezno$ci podanych szeregéw potegowych.

Vi(z+1)" = (z+5)" = (6 — 32)"
Z n+1 7 b>nz:;]\/ﬁ+2’ C)g Vn+1’



ROZWIJANIE FUNKCJI W SZEREG POTEGOWY PRZY WYKORZYSTANIU ROZWINIEC PODSTAWOWYCH

FUNKCJI.

Zadanie 2.24. Korzystajac ze znanych rozwinie¢ Maclaurina funkcji elementarnych, wyznaczy¢ rozwiniecia w szereg

Maclaurina podanych funkcji i okresli¢ ich przedziaty zbieznosci.

a) f(z) = Singv b) f(z) =

Zadanie 2.25. Korzystajac z rozwinie¢ Maclaurina funkcji elementarnych, obliczy¢ wskazane pochodne.

. 27:

a) f09(0) dla funkeji f(z) = o2 sz, ©) f0°0(0) dia funkeji f(x) = :
. ‘T

b) fAD(0) dla funkcji f(z) = 1+22



