Zastosowania rOwnan rézniczkowych czgstkowych
Lista 2: Metody numeryczne i r6wnanie konwekcji

Zadania analityczne

. (Metoda nieznanych wspélczynnikéw) Bardzo uzyteczng techniky otrzymywania wszelkich
mozliwych réznic skoficzonych jest metoda nieznanych wspétczynnikéw. Niech{x; : 1 <1 <n}
beda ustalonymi punktami takimi, ze x;;1 — x4 = h. Zalézmy, ze chcemy znaleZ¢ takie state
ai, Zeby

i aiu(x) = u®(x) + O(hP),
i=1

gdzie p > 0 bedzie tak duze jak to tylko mozliwe.

(a) W powyzszej sumie rozwin u(x;) w formalny szereg Taylora w poblizu punktu x i wy-
jasnij dlaczego wspétczynniki a; dajgce poprawng réznice skoriczong s3 rozwigzaniem
uktadu

1 — .
],—'Zai(xi—x)’zéjk, 1<j<n.
=l

(b) Zastosuj metode nieznanych wspoétczynnikéw dla wyliczenia przybliZzenia pierwszej
pochodnej dla zbioru punktéw {x;}

{XO)XO + h)XO _Zh}){XO - h>XO>XO +h}>{XO>XO —’_h)XO + Zh})
{Xo —Zh,Xo — h,Xo,Xo + h,XO +2h}

Znajdz bledy tak znalezionych przyblizen.

. (Druga pochodna) WyprowadzZ réznice skoriczong przyblizajacg druga pochodng funkcji
u = u(x) poprzez zlozenie operatoréw réznic skoficzonych pierwszego rzedu. Znajdz
dokladng posta¢ btedu odcigcia. Zastosuj réwniez metode nieznanych wspéiczynnikéw,
zeby otrzymac analogiczny wynik.

. (Trzecia pochodna) Za pomoca dowolnej metody znajdz kilka ré6znic skoriczonych przyblizajacych
pochodng trzeciego rzedu. OczywiScie wyprowadz tez wzor na btad odciecia.

. (Bledy zaokrgglenia) Kazdy komputer ma skoficzong pamieé, dlatego przy wykonywaniu
jakichkolwiek obliczen musi dokonywac¢ licznych zaokragleri aby moéc zapisywac liczby w
odpowiednim standardzie. Zalézmy, ze chcemy przyblizy¢ druga pochodng za pomoca
dokladnej metody scentrowanej Dy

_u(x+h)—u(x—h) h?

u'(x) _ o . zu///(a).

Wydaje sie, Zze jeSli weZmiemy im mniejsze h tym lepiej D, przyblizy nam u’(x). W praktyce -
nic bardziej mylnego gdyz zwiekszymy tym samym biedy zaokraglenia. Niech e(x) oznacza
btad zaokraglenia przy komputerowym obliczaniu warto$ci funkcji u(x), to znaczy

u(x) = u(x) + e(x),

gdzie 1 jest wartoécig podang przez komputer.



(a) Zaloz, ze |le(x)| < e oraz [f”(x)| < M i pokaz, ze prawdziwy btagd numerycznego
obliczenia pochodnej wynosi
(x +h) —1u(x —h) e h?

<—4+-—M
2h _h+6 ’

Wi -2

widzimy, ze btad rozklada si¢ na dwa skfadniki, z ktérych jeden jest nieograniczony
gdy h — 0.

(b) Zauwaz, ze gérne ograniczenie w powyzszym wzorze, traktowane jako funkcja h, ma
minimum. Znajdz zatem optymalng warto$¢ h,., dla ktérej catkowity btagd przyblizenia
jest najmniejszy.

(c) ZnajdZz optymalng warto$¢ hp dla u(x) = sinx oraz odpowiadajace jej oszacowanie
btedu przyblizenia.

5. (Warunek wystarczajgcy dla stabilnosci) Jasne jest, ze jesli |[B(h)|| < 1 to ||B(h)"|| < 1. Pokaz,
ze warunek ten mozna co nieco ostabi¢, to znaczy B(h) < 1+ «h, dla pewnego « oraz

dostatecznie matych h, wymusza
IB(R)™ < Cr,

dla pewnej statej Cy oraz nh < T.

6. (Translacje i réznice) Niech L,, bedzie operatorem translacji, czyli
Lnf(j) = f(j —m).

Pokaz, ze f(j) = €%t dla & € R jest funkcjg wlasng dowolnej kombinagji liniowej operatoréw
translacji z r6znymi m. ZnajdZ wartosci wlasne operatoréw Dy i D.. Jaki to wszystko ma
zwigzek z operatorem pochodnej?

7. (Stabilnosé) Skorzystaj z metody von Neumanna i znajdZ warunki stabilnosci dla nastepujacych
metod. Tutaj R := ch/k.

(@) ,Pod prad”

oraz
+1 _
LL]TL = U;i —R (u?ﬂ b )
(b) Scentrowana
1
ut = > (U — i)
(c) Skokowa
= =R (uh - ugy)
(d) Laxa-Wendroffa
R R?
n ] n n n n n n
w = — 2 (ui+1 _uj—1) + 2 (ui+1 — 2y +uﬁ*1)

(e) Laxa-Friedrichsa (wazona metoda scentrowana)

n ] n n R n n
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(f) Beama-Warminga (Lax-Wendroff pod prad)

n+1 n R n n n RZ n n n
W=y -3 By —4ul +uft,) + 5 (U —2u ).

Zadania numeryczne

1. (Poréwnanie roznic skoriczonych) Zaimplementuj wszystkie znalezione w powyzszych zada-
niach (oraz te z wykladu) réznice skoriczone dla pierwszej pochodnej oraz poréwnaj ich
dokladnoé¢ dla kilku wybranych funkcji. Narysuj rowniez wykresy btedéw odciecia w za-
leznosci od h w skali podwéjnie logarytmicznej. Otrzymasz proste, ktérych nachylenie jest
rzedem metody. Znajdz te rzedy, poréwnaj z wynikami teoretycznymi i powiedz dlaczego
skala log-log daje taki wynik.

2. (Implementacja metody réznic skoriczonych) Napisz funkcje, ktéra pobiera punkty x; oraz rzad
pochodnej k i zwraca wspéiczynniki dla réznicy skoriczonej obliczone z metody nieznanych
wspoélczynnikéw. Wykorzystaj ten wynik do zaimplementowania funkcji zwracajgcej tak
znalezione przyblizenie k-tej pochodnej.

3. (Za mate h wcale nie jest dobre cz. 1) Poté6zh = 10" dlan =1, 2, ..., 20 i korzystajgc z operatora
D oblicz pochodng swojej ulubionej funkcji w jakimkolwiek punkcie niebedgcym zerem.
Wyjasnij co sie dzieje. A co jesli punkt, w ktérym liczysz pochodng bedzie réwny zero?

4. (Za mate h wcale nie jest dobre cz. 2) Zilustruj numerycznie wynik z zadania 4 biorgc u(x) =
sinx, x = 0.9 oraz h w przedziale (1073 107"). Sztucznie zasymuluj arytmetyke odcinania
po pigtym miejscu dziesietnym'. Czy widzisz gdzie znajduje sie optymalne h? Skonfrontu;
wynik z rezultatem analitycznym.

5. (Rozwigzanie réwnania adwekcji) Zaimplementuj wszystkie metody z zadania 7 do rozwigzania
zagadnienia poczatkowego

w+cu, =0, t>0, xeR (1)
u(x,0) =0(x) xeR.

(a) Sprawdz rozwigzania dla wybranych warunkéw poczatkowych oraz predkosci propa-
gacji c. W szczeg6lnosci (ale nie tylko) wez @ (x) = e 2 + e~ 5, Czy zauwazasz cos
szczegOlnego?

(b) Tak operuj wartoséciami ¢, h i k aby sprawdzi¢ teoretyczne oszacowania na stabilno$é
(kiedy wystepuje a kiedy nie).

(c) Znajdz rzedy kazdej z metod rozwazajgc réznice u(x, t) — ' dlanh = t oraz kh = x i
zbiegajac raz z h araz z k do zera.
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!Na szczescie wsp6lczesne pakiety matematyczne radzg sobie catkiem niezle z bardzo dokladnymi obliczeniami i
w wiekszo$ci przypadkéw nie musimy martwié sie bledem zaokraglenia. Jednak bardzo ztozone obliczenia wymagaja
dodatkowych bibliotek.



