Réwnania ré6zniczkowe w technice
Lista 4: Zagadnienia brzegowe i transformata Laplace’a

1. (Standardowa postac réwnan drugiego rzedu) Pokaz, ze rGwnanie
Px)y” + Q(x)y’ + R(x)y =0

moze by¢ zapisane w postaci

dla pewnego .

2. (Skqd biorg si¢ zagadnienia brzegowe - przyktad) Z zasady zachowania energii wynika, ze tem-
peratura u = u(x,t) pewnego jednowymiarowego o$rodka zmierzona w czasie t oraz w
punkcie x spetnia nastepujace réwnanie czgstkowe

ou  ,0Mu

a—t:(xa—xz, t >0, XG[O,L].

Niech na brzegach oérodka spetnione beda nastepujgce warunki (Robina)

d d
Q=2 (0,1) + b1e(0,t) =0, @y (L, t) + byu(L, t) = O.
0x 0x

Sprowadz powyzsze zagadnienie czastkowe do dwéch réwnan rézniczkowych zwyczajnych
z warunkami brzegowymi. Zastosuj tak zwang metode rozdzielania zmiennych, to jest,

poszukaj rozwigzan postaci
I,L(X,t) = T(t)X(X))

gdzie T oraz X sg szukanymi funkcjami jednej zmienne;.

Wsk. Jesli f(x) = g(y) dla kazdego x oraz y to f(x) = g(y) = A = const. (dlaczego tak jest?).

3. Niech A € R. Rozwigz nastepujace zagadnienia brzegowe i znajdz ich nietrywialne funkcje
wlasne. Rozwaz wszystkie mozliwos$ci znaku A.

a)y”+Ay =0, y(0) =0, y'(1) =0; b)y”"+Ay =0, y(0) =0, y'(1) +y(1) =0;
c)xy” =2y + (2+A)y=0,y(0) =y(1)=0; d)xy”+2y’'+ Axy =0, y(n) =y(2n) = 0.

Wsk. W podpunktach c) oraz d) zastosuj odpowiednie podstawienie tak, aby sprowadzi¢
réwnanie do takiego o stalych wspétczynnikach.

4. (Normalizacja) Funkcje wlasne zagadnieni brzegowych zwykle podane sg z doktadnosciag do
statej multyplikatywnej. Bioragc pod uwage poprzednie zadanie méwigce o ortogonalnosci
naturalnym warunkiem okazuje si¢ unormowanie rodziny funkcji wlasnych (poniewaz tutaj
wagar(x) =1)

L
J dn(x)?dx = 1.

0
Przeprowadz normalizacje zbioru funkcji wlasnych wybranej z poprzednich zadan.

5. (Baza ortonormalna) Zat6zmy, ze kazda dostatecznie porzadna funkcje f mozna rozwingé w
szereg na odcinku [0, L]

f(X) = Z an‘bn(x)»
n=0
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gdzie ¢, jest ortonormalng wzgledem naturalnego iloczynu skalarnego na [0, L] (zad. 4 i
5) funkcja wlasng pewnego zagadnienia brzegowego z warunkami na [0, L]. Wykorzystaj
ortogonalnoé¢ i wyznacz wspélczynniki a, (przypomnij sobie odpowiednie wiadomosci z
algebry i z szeregéw Fouriera).

Rozwini nastepujace funkcje w szeregi wzgledem wybranego zbioru funkcji wtasnych wyli-
czonych w zadaniu 3
f(x)=1, g(x)=x na [0,1].

6. (Okresowe warunki brzegowe) W zastosowaniach réwnan rézniczkowych czastkowych rozwigzywanyct
we wspoélrzednych biegunowych pojawia sie czesto nastepujagce rownanie

y//+)\y :O>

z okresowymi warunkami

Znajdz funkcje i wartosci wlasne tego zagadnienia.

7. (Belka) W teorii sprezystosci rozwaza sie nastepujace rownanie opisujace wybaczanie sie
belki o dtugoéci L pod obcigzeniem P

y(iv) + Ay// —0.

Tutaj A = ¢, gdzie E jest modutem Younga a I geometrycznym momentem bezwladnosci
belki. Belka unieruchomiona z jednej strony oraz przesuwna z drugiej spetnia

y(0) =y'(0) =y(L) =y"(L) =0.
Dla takiej konfiguracji znajdz najmniejszq warto$¢ wtasng A; oraz ksztatt belki po wyboczeniu
Y.

8. (Réwnanie Eulera) Nastepujgce rownanie liniowe drugiego rzedu zwane jest réwnaniem
Eulera
ax’y” +bxy’ +cy=0, a,b,ceR.

(@) Znajdz rozwigzanie ogélne powyzszego rownania. Rozpatrz rézne przypadki w zalez-
nosci od stalych a, b, oraz c.
Wsk. Poniewaz x™ mnozy y'™ dlan = 0, 1, 2 to sensowne wydaje si¢ szukanie rozwigzar
postaci y(x) = x", dla pewnego .

(b) Rozwigz teraz zagadnienie brzegowe
Ky =Aby —y), y(1) =0, y(2) =o.
Ile rozwigzani ma ten problem? Czy zawsze A € R?
9. (Funkcja Gamma) Euler badat nastepujaca funkcje, ktéra jak sie okazalo jest uogélnieniem

silni

I'(x) :J tTetdt.
0

(a) Jaka jest dziedzina funkcji Gamma?

(b) Catkujac przez czesdci pokaz, ze I'(x + 1) = xI'(x) oraz, ze I'(1) = 1. Dzieki temu
wynikowi pokaz, ze dziedzina I' moze by¢ rozszerzona na R — {0, —1,—2,...}.
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(c) Pokaz, ze'(n+ 1) =n!dlan € N, czyli I' jest rzeczywiScie uogdlnieniem silni.
(d) Korzystajac z tego, ze [~ _exp(—x?)dx = /m wykaz, ze I'(1/2) = /m.

10. (Warunek dostateczny istnienia transformaty Laplace’a) Niech f bedzie kawalkami ciggla na
kazdym skonficzonym przedziale domknietym. Ponadto, niech nie roénie ona szybciej niz
eksponenta, tj. [f(t)] < Ke* dlat > M przy KM > 0 oraz a € R. Pokaz, ze wtedy
transformata Laplace’a istnieje na (a, 0o).

11. (Wtasnosci transformaty Laplace’a) Pokaz, ze transformata Laplace’a jest operatorem liniowym
na klasie funkgji spetniajgcych zalozenia powyzszego twierdzenia. Udowodnij réwniez
wz0r na transformate pochodne;j

—1
L {f(“)(t)} (s) =s"L{f(t)}(s) — s ().

i

F)

Il
S

12. (Pochodna transformaty) Niech F(s) := L{f(t)} (s).

(a) Pokaz, ze
F'(s) = L{—tf(t)}(s).

(b) Uogdlnij powyzszy wzdr na pochodng dowolnego rzedu oraz wykorzystaj go aby zna-
lez¢ transformate funkgji t"e.

(c) Znajdz transformate funkgji’

) sint t / O
. t ) )
sinc(t) := { I t=o

13. Sprawdz, ze transformaty Laplace’a podanych funkcji wyrazajg si¢ wzorami

Mp+1) at B b .
SP'H ) b) E{e Sln(bt)} = m,

a) L[t} =

Bez rozwigzywania zgadnij, ile wynosi transformata £{e®" cos(bt)}. Wyprowadz stad £{cos(bt)}.
W kazdym przyktadzie wskaz na jakim zbiorze dana transformata istnieje.

14. Korzystajac z metody transformaty Laplace’a znajdZ rozwigzania nastepujacych zagadnient

poczatkowych.
a)y"—y'—6y=0, y(0)=1, y(0)=-1; b)y"—2y +2y=cost, y(0)=1, y'(0)=0
QY +2y' +y=det, y(0)=2, y'(0)=-1; dy"+wly=cos(2t), y(0)=1, y'(0)=0;
y™—y=0  yl0)=1, y'(0)=0, y"(0) =1, y"(0) =0, y'(0)=0;

15. Rozwigz nastepujace zagadnienia z nieciagla sity

" I, 0<t<m, /
S RS R R
” t, 0<t<1, /

Ta funkcja wystepuje tak czesto w teorii przetwarzania sygnaléw, ze ma nawet swoja nazwe ,sink” od tac. sinus
cardinalis.



16. (Transformata funkcji pierwotnej) Niech f spelnia zalozenia twierdzenia o transformacie La-
place’a. Zdefiniujmy funkcje pierwotna

Pokaz, ze L{g(t)} (s) = s 'L{f(t)} (s).
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