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Co to s¡ problemy odwrotne?

� Bardzo cz¦sto w zastosowaniach matematyki interesuj¡ nas pytania �na
odwrót�.

� Istotniejsze jest dopasowanie modelu (wyznaczenie �zycznych
parametrów) ni» poznanie jawnej postaci rozwi¡zania (bo j¡ mierzymy).

� Przykªad: znana ka»demu regresja liniowa, czyli wyznaczanie
wspóªczynników prostej. Wiemy, »e pewne wielko±ci s¡ liniowo zale»ne
(rozwi¡zania). Pytamy o ilo±ciowe zale»no±ci.

� Cz¦sto spotykane cechy: brak rozwi¡za«, brak jednoznacznego
rozwi¡zania, brak stabilno±ci.
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Proste przykªady

� Wielomiany
� Wprost: maj¡c dany wielomian znale¹¢ jego warto±¢ w punkcie.
� Na odwrót: maj¡c dane warto±ci w punktach znale¹¢ wielomian, który je

przyjmuje.
� Rozwi¡zanie: interpolacja.
� Du»o wi¦ksza zªo»ono±¢ zagadnienia odwrotnego.
� Mamy jednoznaczno±¢ i stabilno±¢.

� Testy na inteligencj¦
� Wprost: maj¡c dany wzór ci¡gu an znale¹¢ jego n-ty wyraz.
� Na odwrót: maj¡c dany ci¡g np. 2, 3, 5, 10 znale¹¢ kolejne wyrazy.
� Rozwi¡zanie: 20, 40, 80, bo ka»dy nast¦pny jest sum¡ poprzednich (od

trzeciego). A mo»e 33 i 70? Bo s¡ to numery tramwajów odje»d»aj¡cych z
przystanku Galeria dominika«ska.

� Brak jednoznaczno±ci rozwi¡za«.
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Dalsze przykªady

� Poszukiwania zªó»
� Podziemne zªo»e mineraªu zmieni potencjaª grawitacyjny.
� Wprost: znamy rozkªad masy i chcemy wyliczy¢ potencjaª.
� Na odwrót: znamy potencjaª i pytamy si¦ o rozkªad masy (zªo»a).
� Rozwi¡zanie: ρ(t) - g¦sto±¢ masy w punkcie t na gª¦boko±ci h, s - poªo»enie

czujnika na powierzchni ziemi. Wtedy przyczynek siªy grawitacji ma posta¢

∆F (s) = GM
ρ(t)∆t

h2 + (s − t)2
cos θ = GMh

ρ(t)∆t(
h2 + (s − t)2

)3/2 .
� Caªkowita siªa ma zatem posta¢:

F (s) = GMh

∫ ∞
−∞

ρ(t)(
h2 + (s − t)2

)3/2 dt.
� Z pomiarów znamy F . Jak znale¹¢ ρ, które jest pod caªk¡?
� Równanie caªkowe Fredholma.
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Dalsze przykªady
� Radiolokacja (odwrotne rozpraszanie)

� Natura rozwi¡zaªa problem najlepiej: nietoperze (ale te» ludzie).
� Wprost: chcemy policzy¢ jak zmienia si¦ fala akustyczna po rozproszeniu na

obiekcie o znanym ksztaªcie.
� Na odwrót: znamy posta¢ fali rozproszonej i chcemy znale¹¢ ksztaªt obiektu.
� Rozwi¡zanie: fala rozproszona speªnia równanie Helmholtza

∆u + k2u = 0 na Rn\D oraz u|∂D = 0,

z warunkami radiacyjnymi Sommerfelda

∂ur

∂r
− ikur = O

(
|x |−

n+1
2

)
dla |x | → ∞ w kierunku

x

|x | .

� Rozwi¡zanie asymptotyczne

ur (x) =
e ik|x|

|x |
n−1
2

u∞

(
x

|x |

)
+ O

(
|x |−

n+1
2

)
dla |x | → ∞.

� Jak znale¹¢ obszar D na podstawie u∞?
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Dalsze przykªady

� Temperatura reaktora
� Chcemy zna¢ temperatur¦ wewn¡trz reaktora (lub pieca). Bezpo±redni

pomiar jest niemo»liwy - niebezpiecze«stwo. Mo»emy zmierzy¢ temperatur¦
na ko«cu pr¦ta, którego drugi koniec umieszczony jest w reaktorze.

� Wprost: znamy temperatur¦ na brzegach i warunek pocz¡tkowy a chcemy
wyliczy¢ temperatur¦ wewn¡trz pr¦ta.

� Na odwrót: mierzymy temperatur¦ na pewnym odcinku pr¦ta i chcemy
znale¹¢ warunek brzegowy.

� Rozwi¡zanie: temperatur¦ u = u(x , t) mierzymy w bezpiecznym punkcie
x = a. Niech f (t) := u(0, t) (nieznane) oraz g(t) := u(a, t) (znane).
Temperatura speªnia

ut = uxx , 0 < x <∞, u(x , 0) = 0.

� Rozwi¡zuj¡c powy»sze równanie otrzymujemy ponownie równanie caªkowe
Fredholma

g(t) =
a

2
√
π

∫ t

0

f (τ)

(t − τ)3/2
e
− a2

4(t−τ) dτ.
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Dalsze przykªady
� Tomogra�a komputerowa

� Jak na podstawie znajomo±ci przekroju odtworzy¢ trójwymiarowy obraz
ludzkiego ciaªa?

� Wprost: chcemy znale¹¢ tªumienie sygnaªu promieniowania Roentgena na
podstawie znajomo±ci g¦sto±ci ciaªa.

� Na odwrót: znamy tªumienie i pytamy si¦ o g¦sto±¢.
� Rozwi¡zanie: mo»na wyliczy¢, »e strata promieniowania przedstawia si¦

nast¦puj¡cym wzorem

ln I (∞) = −γ
∫ ∞
−∞

ρ
(
se iδ + iue iδ

)
du,

gdzie s i δ parametryzuj¡ prost¡ Ls,δ na pªaszczy¹nie zespolonej

Ls,δ : se iδ + iue iδ ∈ C,

na przykªad proste pionowe maj¡ s ∈ R oraz δ = 0.
� Rozwi¡zanie polega na odwróceniu transformaty Radona zde�niowanej

poprzez

(Rρ)(s, δ) :=

∫ ∞
−∞

ρ
(
se iδ + iue iδ

)
du, s ∈ R, δ ∈

[
0,
π

2

]
.
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Dalsze przykªady

� Czy mo»na usªysze¢ ksztaªt b¦bna?
� Pytanie to zadaª Mark Kac w swoim artykule z 1966 roku.
� Wprost: znaj¡c ksztaªt b¦bna mamy wyznaczy¢ jego warto±ci wªasne.
� Na odwrót: znaj¡c warto±ci wªasne chcemy znale¹¢ ksztaªt b¦bna.
� Rozwi¡zanie: dopiero w 1992 roku pojawiª si¦ bardzo nietrywialny wynik

Gordon i Webb, który odpowiada na to pytanie negatywnie. Okazuje si¦
bowiem, »e mo»na skonstruowa¢ parami ró»ne, niewypukªe wielok¡ty, które
drgaj¡ z takimi samymi cz¦stotliwo±ciami.

� Ale: je±li za»¡damy wypukªo±ci, analityczno±ci oraz pewnej symetrii
obszarów to takie same widma musz¡ koniecznie pochodzi¢ od takich
samych b¦bnów (Zelditch, 2000).
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Metodologia teorii problemów odwrotnych
� Niech X i Y b¦d¡ unormowanymi przestrzeniami liniowymi oraz niech

K : X → Y b¦dzie (liniowym lub nieliniowym) operatorem. Równanie
Kx = y jest dobrze postawione, je±li:
� (istnienie) dla ka»dego y ∈ Y istnieje rozwi¡zanie równania Kx = y ;
� (jednoznaczno±¢) dla ka»dego y ∈ Y istnieje dokªadnie jedno rozwi¡zanie

Kx = y ;
� (stabilno±¢) rozwi¡zanie równania Kx = y zale»y w sposób ci¡gªy od y ∈ Y .

Równanie, dla którego który± z powy»szych warunków nie jest speªniony
jest ¹le postawione.

� Okazuje si¦, »e prawie zawsze mo»emy zapewni¢ istnienie rozwi¡zania
(np. poprzez powi¦kszenie przestrzeni, na której pracujemy).

� Jednoznaczno±¢ te» cz¦sto nie jest problemem, gdy» zaradzi¢ mo»na na
jej brak szukaniem uogólnionego rozwi¡zania w sensie normy
(najmniejszych kwadratów).

� Poniewa» zwykle pracujemy na zaszumionych danych rzeczywistych, to
stabilno±¢ jest kluczow¡ cech¡, z któr¡ musimy si¦ obchodzi¢ bardzo
delikatnie.
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Metodologia teorii problemów odwrotnych
� Istnienie i jednoznaczno±¢ zapewni¢ mo»emy rozwa»aj¡c rozwi¡zania

uogólnione w sensie najmniejszych kwadratów.
� Wektor (funkcja) x ∈ X nazywany jest rozwi¡zaniem w sensie

najmniejszych kwadratów równania Kx = y , je±li

‖Kx − y‖ = inf {‖Kz − y‖ : z ∈ Y } .
� Standardowa teoria przestrzeni Hilberta mówi nam, »e takie uogólnione

rozwi¡zanie musi istnie¢ (najlepsze przybli»enie).
� O jednoznaczno±ci mo»emy si¦ te» szybko przekona¢ zauwa»aj¡c, »e

powy»szy warunek jest równowa»ny nast¦puj¡cemu równaniowi

normalnemu

Kx − y ∈ R(K )⊥ = N(K∗) ←→ K∗Kx = K∗y ,

gdzie R oznacza obraz, a N j¡dro.
� Operator K †, który dla ka»dego y przyporz¡dkowuje rozwi¡zanie

najmniejszych kwadratów zagadnienia Kx = y nazywamy
pseudoodwrotno±ci¡ Moore-Penrose'a.
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Metodologia teorii problemów odwrotnych

� Zapewnienie stabilno±ci nosi nazw¦ regularyzacji.

� Dla prostoty, skupimy si¦ teraz na przypadku, gdy K jest zwarty oraz
samosprz¦»ony i tym samym posiada zupeªny ukªad wektorów wªasnych.

� Poniewa» K jest zwarty, to λj jest ci¡giem malej¡cym zbie»nym do zera.
Mamy te» nast¦puj¡ce rozkªady

Ky =
∞∑
j=1

λj〈y , vj〉vj ,

oraz

K †y =
∞∑
j=1

〈y , vj〉
λj

vj .

� St¡d natychmiast widzimy, »e K † jest nieograniczony, gdy R(K ) jest
niesko«czenie wymiarowe (wystarczy rozwa»y¢ ci¡g yj := vj). Czyli
rozwi¡zanie naszego zagadnienia odwrotnego b¦dzie zwykle niestabilne.
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Metodologia teorii problemów odwrotnych
� Regularyzacja Tichonowa polega na stworzeniu rodziny dobrze

postawionych rozwi¡za« xα, które zale»¡ w sposób ci¡gªy od parametru
α le»¡cych �blisko� rozwi¡zania x .

� Tichonow zaproponowaª, »eby zde�niowa¢

xα := K †αy =
∞∑
j=1

〈y , vj〉
λj + α

vj . (1)

� Teraz pomimo tego, »e λ→ 0, mianownik pozostaje odgraniczony od
zera co daje stabilno±¢. �atwo si¦ mo»na te» przekona¢, »e xα → K †y ,
gdy α→ 0.

� Zatem mo»emy traktowa¢ xα jako dobrze postawione przybli»enie
rozwi¡zania Kx = y .

� Od razu nasuwa si¦ pytanie: jakie α wybra¢, aby znale¹¢ najlepsze
rozwi¡zanie naszego problemu?

� Odpowied¹ jest niestety niezbyt satysfakcjonuj¡ca: to zale»y od danych, z
którymi mamy do czynienia.
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Podsumowanie

� Zobaczyli±my ogólny zarys problemów, które mog¡ pojawi¢ si¦ przy
analizie zagadnie« odwrotnych.

� Na szcz¦±cie istnieje bardzo dobrze rozbudowana metodologia, dzi¦ki
której systematycznie mo»emy regularyzowa¢ problemy ¹le postawione.

� Problemy odwrotne s¡ wa»ne, bo spotykamy je w niemal ka»dym
obszarze matematyki stosowanej.
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