Lista do wykladu

Przestrzenie afiniczne

Zadanie 1 Co mozna powiedzie¢ o punktach a,b przestrzeni afinicznej A[V] jesli istnieje
wektor x € V' taki, ze a#tx = b oraz b#x = a.

Zadanie 2 Niech UA[V] bedzie przestrzeniq afiniczng. Nich a € A bedzie ustalonym punk-
tem. Udowodnij, ze

A>b f(b)=abeV,
jest bijekcjg pomiedzy A 1 V.

Zadanie 3 W pewnej przestrzeni afinicznej A nad przestrzeniq euklidesowg R? w pewnym
uktadzie wspotrzednych O, &, punkty a,b,c majg nastepujgce wspotrzedne

(3,-5,2), (1,0,—4), (=2,-2,5)
odpowiednio. Napisz wspétrzedne wektora ab — 2bc.

Zadanie 4 Udowodnij, Ze dla zadanej przestrzeni afinicznej A[V], przez dowolny punkt
zbioru A przechodzi doktadnie jedna rozmaitos¢ afiniczna o zadanej przestrzeni kierunko-
wey.

Zadanie 5 Niech U[V] bedzie ustalong przestrzeniq afiniczng. Zatézmy, ze B = b#W i
C = c#Z bedg dwiema rozmaitosciami afinicznymi w A[V]. Udowodnij, Ze

BNECAD+—cbe W+ Z,

gdzie
W+Z=A{w+ze€V: (w,z)eWx Z}.

Zadanie 6 Niech UA[V] bedzie ustalong przestrzeniq afiniczng. Zaléimy, ze B = b#HW
i € = c#Z bedg dwiema rozmaito$ciami afinicznymi w A[V]. Zalézmy, ze BN E £ 0,
udowodnig, ze B N € jest rozmaitoscig afiniczng o przestrzeni kierunkowej W N Z.

Zadanie 7 Wykaz, Ze dowolny automorfizm przestrzeni afinicznej A[V'| przeksztalca roz-
maito$ci afiniczne na rozmaitosci afiniczne. Ponadto, jesli obydwie rozmaitosci afiniczne
sq rownolegle, to ich obrazy wzgledem automorfizu tez sq réwnolegle.



Zadanie 8 W przestrzeni afinicznej R?*[R?| dany jest punkt a € A[V] o wspélrzednych
(3, —1) w zadanym ukladzie wspélrzednych (O, E). Wyznacz wspélrzedne punktu a € 2A[V]
w ukladzie wspotrzednych (O, "), wiedzqce, ze O ma wspdolrzedne (—2,—5) w ukladzie

(0,€) oraz
(i 1)

jest macierzq przejscia z bazy € do bazy E'.
Grafika 2D i 3D

Zadanie 9 Napisz funkcje w javascript (albo w pseudokodzie), ktora sprawdza, czy dane
punkty A, B,C € R? sq wspétliniowe.

Zadanie 10 Napisz funkcje w javascript (albo w pseudokodzie), ktora sprawdza, czy dane
punkty A, B,C € R? sq wspélliniowe.

Zadanie 11 Napisz funkcje sprawdzajgcq, czy dla punktéw A, B,C,D € R? punkty C i
D lezg po tej samej stronie prostej wyznaczonej przez punkty A © B.

Zadanie 12 Napisz funkcje sprawdzajgcg, czy punkty X,Y € R3 leiq po tej samej stronie
plaszczyzny wyznaczonej przez niewspdliniowe punkty A, B,C € R3.

Zadanie 13 Napisz funkcje sprawdzajgcq, czy odcinek I wyznaczony przez punkty X,Y €
R3 przecina plaszczyzne m, wyznaczong przez niewspoliniowe punkty A, B,C € R3. Jesli
odpowred? jest pozytywna, to funkcja zwraca zbior I N .

Zadanie 14 Napisz funkcje, ktora zwraca unormowany wektor normalny n do ptaszczy-
ny wyznaczonej przez niewspoliniowe punkty A, B,C € R3. Zaktadamy, e i ma zgodng
orientacje z (A, B, C).

Zadanie 15 Dla zadanych nizerowych punktéw A, B € R? wyznacz macierz obrotu M €
R2%2 wzgledem poczgtku ukladu wséirzednych, ktéra przeprowadza punkt A na punkt B.

Zadanie 16 Czy dla zadanych punktéw A, B,C, D € R? mozina wyznaczyé izometrie f
R? — R? takq, Ze

1. f(a)= B,

2. prosta wyznaczona przez punkty A, B przechodzi na prostq przechodzqcq przez punkty
CiD,

3. istnieje macierz M € R**? ¢ wektor v € R? taka, ze dla dowolnego v € R? f(x) =
M -z + v, (wektory x,y zapisujemy kolumnowo).

Jesli odpowied? jest twierdzqca, to wyznacz M 1 v.
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Zadanie 17 Napisz funkcje ktora sprawdza, czy czes¢ wspélna dwoch trojkgtow wyzna-
czonych przez wierzchotki A,B,C € R? oraz C,D,E € R? jest odcinkiem o dodatniej
dtugosci.

Grafika 2D i 3D ciag dalszy

Zadanie 18 Wyznacz macierz macierz spetniajgcej rownosé

o . x x
/

vyl =M1y| b y/ —m|Y

1 1 z z
1 1

dla nastepujgcych przeksztatcen:

1. 0brét o kgt o wokdt punktu P = (x,,y,) (punkt P jest punktem stalym tego prze-
ksztalceniaa)

2. lustrzane odbicie wzgledem osi y = yp.
3. obrét w R3 wokét osi OZ,
4. obrét w R wokdl osi przechodzqcej przez punkty (0,0,0) oraz (a,b,c) # (0,0,0).

Zadanie 19 WyprowadZ wzor Rodriguesa na obrot w R3 wokdl osi (przechodzqcej przez
punkt (0,0,0) wyznaczonej przez wektor jednostkowy k o kqt 6:

v =7v-cosf+ (kxv) sinf+k(k-v)(1—cosb).

Zadanie 20 Stosujgc wzor Rodriguesa wyznacz macierz obrotu (w_postacz' z zadania 18)
w przestrzeni R wzdiuz osi wyznaczonej przez wektor jednostkowy k o kqt 0.

Kwaterniony
H={a+bi+cj+dk: a,b,c,deR} jest zbiorem kwaternionéw oraz mamy

ij=k=—ji, jk=1i=—kj, ki=j=—ik, i*=j2=k=—1.

Defiiniujemy sprzezenie kwaternionu ora modul nastepujgco:

a+bi+cj+dk=a—0bi—cj—dj, ||a+bi+cj+dk|=Va2+b+c2+d2

Zadanie 21 Wykaz nastepujgce wlasnosci sprzezenia kwaternionu:
L1+ q=q +q,

2. Q1 @ =q1q1,



3.

<

=q.
Zadanie 22 Wykaz nastepujace wiasnosci modutu kwaternionu:

1 lgll = llgll = I = qll,

2.q-q= |4l

3 Mg - g2l = {all - llll,

4 Nl + gl < llall + llgall-
Zadanie 23 Udowodnij, ze dla niezerowego kwaternionu q zachodzi wzor
qg-w=w-q=1 (=14 0i+0j + 0k),

a4

gdzie w = Tl

Zadanie 24 Kwaterniony mozemy traktowac nastepujgco:
H={[a,7]: a e RAT e R}.
Wykaz, Ze istnieje izomorfizm pomiedzy (H, +,-) a (H, ®,®), gdzie
[z,0] ® [y, 0] = [z +y,0 + @], [2,7]0y,0]=[ry— 00,20+ yv + 0 X ).

Zadanie 25 Niech bedzie dany wektor unormowany v (tj. ||| = 1), kat 0 oraz dwa kwa-
terniony:

0 0
p=[0,w], ¢q= {COS E,vsini},

gdzie kwaternion p jest kwaternionem czystym. Udowodnij, ze qpg~" jest tez kwaternionym
czystym, ktorego druga wspotrzedna jest wektorem powstalym z wektora w przez obrot o kgt

0 wokotl osi wyznaczonej przez wektor jednostkowy v.

Zadanie 26 Rozwazmy dany podzbior macierzy o wspotczynnikach zespolonych:

w-{(2 ) swech

Sprawdz, ze H z dziataniami macierzowymi mnozenia i dodawania jest izomorficzny ze
zbiorem kwaternionow H.

Zadanie 27 Sprawdz, czy podzbz’o/rf[-v]l 2 poprzedniego zadania jest nieprzemiannym ciatem.

cdn.



