
RACHUNEK PRAWDOPODOBIEŃSTWA

Lista 1 25 luty 2019.

Zadanie 1 Niech X = (X1, ..., Xn) b ↪edzie wektorem o macierzy kowariancji Q (zak ladamy, że

EX2
i <∞).

Pokazać, że jeśli x ∈ Rn, to V ar 〈x,X〉 = 〈Qx, x〉.
Niech A b ↪edzie macierz ↪a wymiaru m×n. Niech Y = AX (w tym mnożeniu X jest macierz ↪a

jednokolumnow ↪a). Pokazać, że macierz kowariancji Y jest postaci AQA∗. Jaki jest wymiar tej

macierzy?

Zadanie 2 Niech X = (X1, ..., Xn) b ↪edzie wektorem o rozk ladzie normalnym niezdegenerowanym

o macierzy kowariancji Q. Wykazać, że dla dowolnych liczb a0, a1, . . . , an zmienna a1X1+a2X2+

... + anXn + a0 ma rozk lad normalny na prostej. Znaleźć jej wartość oczekiwan ↪a i wariancj ↪e.

Umowa: zmienna losowa sta la p.w. też jest zmienn ↪a normaln ↪a, o wariancji = 0.

Wsk. Uzasadnić, że rozk lad a1X1+a2X2+ ...+anXn+a0 jest równy rozk ladowi kombinacji

liniowej niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie normalnym.

Zadanie 3 Niech (X,Y ) ma dwuwymiarowy rozk lad normalny taki, że EX = EY = 0, V arX =

V arY = 1, a wspó lczynnk korelacji równa si ↪e −1/2.

a. Jak wygl ↪ada g ↪estość wektora (X,Y ), a jak wektora (X + Y, Y ) ?

b. Obliczyć P (X > Y + 1). Wynik podać za pomoc ↪a dystrybuanty standardowgo rozk ladu

normalnego Φ.

Zadanie 4 Niech X = (X1, X2) ma dwuwymiarowy rozk lad normalny niezdegenerowany (nie-

koniecznie standardowy).

a) Uzasadnić, że X1, X2 maj ↪a rozk lady normalne. O jakich parametrach?

b) Pokazać, że istnieje obrót o macierzy A =

[
cosα sinα

− sinα cosα

]
w R2 taki, że wektor AX

ma niezależne komponenty.

c) (∗ trudniejsza wersja (b)) Niech X = (X1, . . . , Xn) ma rozk lad normalny niezdegene-

rowany w Rn. Pokazac, że istnieje macierz ortogonalna A: detA = 1, oraz AX ma niezależne

komponenty.

Zadanie 5 Niech X1, X2, X3 b ↪ed ↪a niezależne i maj ↪a rozk lad normalny o średniej zero i jedna-

kowej wariancji.

a) Znaleźć g ↪estość wektora Y = (X1−X2, X1 +X2). Czy wetor ten ma niezależne kompo-

nenty?

b) Znaleźć g ↪estość wektora dwuwymiarowego (X1, X1 +X2) oraz wektora trójwymiarowego

(X1, X1 +X2, X1 +X2 +X3).

Zadanie 6 Niech ci ↪ag zmiennych losowych Xn b ↪edzie zbieżny p.w. do zmiennnej losowej X.

Uzasadnić, że

lim
n→∞

FXn(t) = FX(t),

dla każdego t, który jest punktem ci ↪ag lości dystrybuanty granicznej FX . Podać przyk lad pokazu-

j ↪acy, że za lożenie o ci ↪ag lości jest istotne.



Zadanie 7 Niech Xn b ↪edzie ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie normalnym

EXn = 1
n(n+1) , V ar(Xn) = 1

3n . Korzystaj ↪ac z twierdzenia o 2. szeregach uzasadnić, że szereg∑∞
n=1Xn jest zbieżny p.w. Znaleźć rozk lad graniczny.

Centralne Twierdzenie Graniczne:

Niech Xn b ↪edzie ci ↪agiem i.i.d. o wartości oczekiwanej m i wariancji σ2. Wtedy, dla k.

t ∈ R,

lim
n→∞

P

(∑n
k=1Xk − nm
σ
√
n

≤ t
)

= Φ(t),

gdzie Φ(t) jest dystrubuant ↪a standardowego rozk ladu normalnego na prostej.

Zadanie 8 Na lot 100-miejscowym samolotem sprzedano 102 bilety (overbooking). Jakie jest

prawdopodobienstwo (oszacować), że wszyscy pasażerowie, którzy zjawi ↪a sie na czas na lotnisku

polec ↪a tym samolotem. Zak ladamy, że pasażerowie zjawiaj ↪a si ↪e niezależnie oraz P(pasażer po-

jawi si ↪e na czas)=0,99. Wsk. Skorzystać z Centralnego Twierdzenia Granicznego (CTG). Czy

za lożenie o niezależności jest realistyczne? Czy można użyc rozk ladu Poissona do otrzymania

odpowiedniego oszacowania?

Zadanie 9 Samolot zabiera bezpiecznie 12 000 kg. Zak ladamy, że wagi pasażerów s ↪a niezależ-

nymi zm. los. o jednakowych rozk ladach ze średni ↪a 65 kg i wariancj ↪a 100 kg2. Ile maksymalnie

osób może zabrać samolot, aby z pr. co najmniej 0,999 ich  laczna waga nie przekroczy la 12 000

kg? Wsk. Skorzystać z Centralnego Twierdzenia Granicznego (CTG).


