RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Lista 7 26 maja 2019.

Zadanie 81 Niech X bedzie zmiennag losowq o rozkladzie normalnym o sredniej 0 ¢ wariancyi
o2. Niech ¢ > 0. Obliczy¢ EX© oraz Var(X(C)). Wynik dla wariancji przedstawié¢ za pomocq
P, dystrybuanty standardowej normalne;.

Zadanie 82 Niech ¢ > 0. Pokazaé, Ze jesli X, bedzie ciagiem zmiennych losowych o rozktadzie

(c)

normalnym o $redniej 0 i wariancjach o2, to szereg > Var(Xy,”) jest zbieiny <= 3. 02 < oco.
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Niestety powyzszy fakt nie jest prawdziwy bez dodania pewnego zalozZenia.
Ponizej podaje przyklad, a nastepnie dowéd tego faktu przy odpowiednich zaloze-
niach.

Obliczylismy na ¢wiczeniach, ze dla X - zmienng losowaq o rozktadzie normalnym o Sredniej

0 i wariancji o® mamy
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gdzie @ jest standardowa dystrybuantq normalng a g standardowq gestosciq normalng. Wiemy,

ze zachodzi zwiqzek
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Zatem jesli o — 00, to z (2) i powyzszej granicy dostajemy:
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Jezeli wezmiemy teraz X, takie, zZe o, = n=, to

i szereg Y VaT(X,(lc)) < 00, ale szerg Y. 0% = co.

Uwaga

Prawdziwy jest natomiast taki fakt:

Zatozymy, ze ciag o2 jest ogramiczony. Jesli X, bedzie ciagiem zmiennych losowych o
rozktadzie normalnym o $redniej 0 i wariancjach o2, to szereg > Var(XT(ZC)) jest zbiezny <—

Y o2 < oco.



Nietrywialne jest wynikanie =—>. To w zasadzie zrobilismy na cwiczeniach, ale podaje jesz-

cze raz szkic rachunkéw. JeZeli o2 jest ogramiczony, to inf, {é} =m > 0. Korzystajac z tego,

ze funkcja h(v) = 2®(v) — 1 — 2vg (v) jest scisle rosnaca na [0, 00) mamy:

Var(X\¥)) = o2 <2<1> (C> —1-2% <C>)
on oc” \on

> 02 (20 (m) — 1 — 2mg (m))

Zatem zbiezno$é szerequy Var(Xff)) implikuje zbieznosé szerequ y_ o2 na mocy kryterium

porownawczego, bo

20 (m) — 1 —2mg(m) > 0,

co wynika z monotonicznosci funkcji h.

W tym momencie mozemy zajacé sie zadaniem 89.
Na poczatek zaloimy, Ze X, ma zerowq warto$é oczekiwanag i szereg Y X,, jest zbieiny.
Wtedy z twierdzenia o 3 szeregach

> P(IXn| > ¢) < .

Wynika stad, ze o, — 0 (X, ma ten sam rozklad co o, Z, a Z jest standardowy normalny), zatem
ciqg o2 jest ograniczony. Dalej ze zbieinosci S X, wynika, Ze szereg wariancji dla obcietych
sktadnikow jest zbieiny, a to implikuje, Ze Y 02 < 0o na mocy prawidlowej wersji zadania 82.

Teraz zatozmy, Ze $rednie X, nie muszaq byc zerowe. Stosujemy argument symetryzacyjny:
niech X|, bedq niezaleznymi kopiami X, i zmienne X,, X ,n =1,... sq niezalezne. Wtedy sze-
reg > X jest tez zbiezny, zatem szereg > X| — X, jest zbiezny i poniewaZ jego komponenty sq
normalne o sredniej 0 i wariancji 202, ze zbieinosci szerequ > X! — X,, dostajemy zbieinosé
szeregu > 02. Stad wynika zbieinosé szerequ > X, — EX, na mocy tw. o 2. szeregach. Ponie-
waz z zatozenia szereq Y X, jest zbieiny, to musi byé zbiezny szereq EX,,. Pokazalismy zatem
nastepujgcy fakt:

Jezeli szereg Y X, jest zbiezny, to szeregi Y EXy i) Var(X,) sa zbiezne.

Na odwrdét: ze zbieznosci szeregow Y, EX,, i Y Var(Xy,) oczywiscie wynika zbieznosé sze-

regu Y Xy na mocy tw. o 2. szeregach.

Zadanie 83 Niech €, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie wyznaczo-
nym przez funkcje charakterystyczna ¢(t) = cost, za$ ay ciagiem liczbowym. Pokazaé, Ze szereg

300 | €nay jest zbieiny z P.1 < szereg Y o0 a2 jest zbiezny.

Zadanie 84 * Pokazal, ze jesli Xq,..., X, sq niezaleznymi zmiennymi losowymi, to istnieje
0 < r < oo takie, ze szereg (potegowy) Y oo | Xn(w)(z — p)™ jest z prawdopodobieristwem 1
zbiezny w kole |z — p| < r i rozbiezny dla |z — p| > r.

Zadanie 85 Niech X,, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie jednostaj-
nym na [—1,2]. Dla jakich 0 € R szereq S.n~9X,, jest zbieiny z pr. 1.

To samo zadanie, jesli X, bedzie ciqgiem niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie
jednostajnym na [—1,1].



Zadanie 86 Niech X,, bedzie ciqgiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie: P(X,, =
n) =n"3 = P(X, = —n) oraz P(X,, = 0) = 1 — 2n=3. Pokazaé, ie szereq > X,, jest zbieiny z
pr. 1, ale > Var(X,) = cc.

Zadanie 87 Niech X,, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych tym samym o rozktadzie.
Pokazaé, ze szereg )y, Xy jest zbieiny z pr. 1 <= P(X; =0) = 1.

Zadanie 88 Niech X, bedzie nieujemnym ciggiem niezaleznych zmiennych losowych . Pokazac,
Ze jesli Y  EX, < o0, to Y, X, jest zbieiny. Czy niezaleino$c jest tutaj konieczna?

Zadanie 89 Niech X,, bedzie ciggiem niezalezZnych zmiennych losowych o rozktadzie normalnym.
ZnaleZé warunki konieczne i dostateczne zbieznosci szerequ Yy X,, w terminach zachowania sie
ciqgu wariancyi © wartosci oczekiwanych zmiennych X,. Wsk. zad 82.

Zadanie 90 Niech X,, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
symetrycznym. Niech

lim tP(X, >1t) = 1.

t—o0
Niech a,, bedzie ciagiem liczbowym. Uzsadnié, ze szereg losowy > an Xy, jest zbieiny <= > |a,| <
oo. Wsk. Pokazaé, Ze istnieje stata K > 0 taka, Ze dla c > 1

Var(Xl(C)) < Ke.
Latwiejsza wersja: Zalozyé, ze X1 ma rozklad Cauchy’ego.
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Var(X\9) = E [(X{C))ﬂ — / 2tP(|X\V| > t)dt.
0
Oczywiste jest, ze P(|X§C)| >t)=0dlat > c oraz P(|X1(C)| >t) < P(|X1]| > t). Mamy

wiec

Var(x9) < / 2P(IX1| > )dt.
0

Warunek limy_,o, tP(X1 > t) = 1 oraz symetria implikuje, Ze istnieje stata K > 0:

UP(|IX| > t) < K, t>0,

zatem dla ¢ > 0

Var(x\?) < / 2tP(|X,| > t)dt < Ke.
0
Stgd

(fa7)
Var((anX,)9) = a?Var (Xlla" ) < Kclay|.

Zatem, ze zbieinosci Y. |an| < 0o wynika zbieinosé szerequ 3. Var((an, X,)(©)). Zbieinosé
> P(lanXy| > ¢) jest oczywista, bo P(|lanX,| > ¢) = 2|ay|/c,n — oo0. PokazaliSmy, Ze ze
zbieznosci Y |an| < oo wynika zbieznosé szeregu Y an Xy,

Na odwrdt, jezeli szereg > an X, jest zbiezny, to Y P(|lapXy| > ¢) jest zbieiny i |ay| — 0.
Wtedy P(|lanXn| > ¢) = 2|an|/c, n — oo, wiec ze zbieznosci Y P(lanXn| > ¢) < oo wynika
2bieznosé Yy |an|.



