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Zadanie 81 Niech X b ↪edzie zmienn ↪a losow ↪a o rozk ladzie normalnym o średniej 0 i wariancji

σ2. Niech c > 0. Obliczyć EX(c) oraz V ar(X(c)). Wynik dla wariancji przedstawić za pomoc ↪a

Φ, dystrybuanty standardowej normalnej.

Zadanie 82 Niech c > 0. Pokazać, że jeśli Xn b ↪edzie ci ↪agiem zmiennych losowych o rozk ladzie

normalnym o średniej 0 i wariancjach σ2n, to szereg
∑
V ar(X

(c)
n ) jest zbieżny ⇐⇒

∑
σ2n <∞.

******************************************************************

Niestety powyższy fakt nie jest prawdziwy bez dodania pewnego za lożenia.

Poniżej podaj
↪
e przyk lad, a nast

↪
epnie dowód tego faktu przy odpowiednich za loże-

niach.

Obliczylísmy na ćwiczeniach, że dla X - zmienn ↪a losow ↪a o rozk ladzie normalnym o średniej

0 i wariancji σ2 mamy
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gdzie Φ jest standardow ↪a dystrybuant ↪a normaln ↪a a g standardow ↪a g ↪estości ↪a normaln ↪a. Wiemy,

że zachodzi zwi ↪azek

Φ′ = g,

który skutkuje tym, że (rachunki zostawiam Państwu - zastosować regu l ↪e H)
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Zatem jeśli σ →∞, to z (2) i powyższej granicy dostajemy:
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Jezeli weźmiemy teraz Xn takie, że σn = n2, to

V ar(X(c)
n ) ≈ 1

n2
c3c∗

i szereg
∑
V ar(X

(c)
n ) <∞, ale szerg

∑
σ2n =∞.

Uwaga

Prawdziwy jest natomiast taki fakt:

Za lożymy, że ci ↪ag σ2n jest ograniczony. Jeśli Xn b ↪edzie ci ↪agiem zmiennych losowych o

rozk ladzie normalnym o średniej 0 i wariancjach σ2n, to szereg
∑
V ar(X

(c)
n ) jest zbieżny ⇐⇒∑

σ2n <∞.



Nietrywialne jest wynikanie =⇒. To w zasadzie zrobilísmy na ćwiczeniach, ale podaj ↪e jesz-

cze raz szkic rachunków. Jeżeli σ2n jest ograniczony, to infn

{
c
σn

}
= m > 0. Korzystaj ↪ac z tego,

że funkcja h(v) = 2Φ(v)− 1− 2vg (v) jest ścísle rosn ↪aca na [0,∞) mamy:
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n ) = σ2n
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)
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≥ σ2n (2Φ (m)− 1− 2mg (m))

Zatem zbieżność szeregu
∑
V ar(X

(c)
n ) implikuje zbieżność szeregu

∑
σ2n na mocy kryterium

porównawczego, bo

2Φ (m)− 1− 2mg(m) > 0,

co wynika z monotoniczności funkcji h.

W tym momencie możemy zaj
↪

ać si
↪
e zadaniem 89.

Na pocz ↪atek za lożmy, że Xn ma zerow ↪a wartość oczekiwan ↪a i szereg
∑
Xn jest zbieżny.

Wtedy z twierdzenia o 3 szeregach ∑
P (|Xn| ≥ c) <∞.

Wynika st ↪ad, że σn → 0 (Xn ma ten sam rozk lad co σnZ, a Z jest standardowy normalny), zatem

ci ↪ag σ2n jest ograniczony. Dalej ze zbieżności
∑
Xn wynika, że szereg wariancji dla obci ↪etych

sk ladników jest zbieżny, a to implikuje, że
∑
σ2n <∞ na mocy prawid lowej wersji zadania 82.

Teraz za lóżmy, że średnie Xn nie musz ↪a być zerowe. Stosujemy argument symetryzacyjny:

niech X ′n b ↪ed ↪a niezależnymi kopiami Xn i zmienne Xn, X
′
n, n = 1, . . . s ↪a niezależne. Wtedy sze-

reg
∑
X ′n jest też zbieżny, zatem szereg

∑
X ′n −Xn jest zbieżny i ponieważ jego komponenty s ↪a

normalne o średniej 0 i wariancji 2σ2n, ze zbieżności szeregu
∑
X ′n − Xn dostajemy zbieżność

szeregu
∑
σ2n. St ↪ad wynika zbieżność szeregu

∑
Xn − EXn na mocy tw. o 2. szeregach. Ponie-

waż z za lożenia szereg
∑
Xn jest zbieżny, to musi być zbieżny szereg EXn. Pokazalísmy zatem

nast ↪epuj ↪acy fakt:

Jeżeli szereg
∑
Xn jest zbieżny, to szeregi

∑
EXn i

∑
V ar(Xn) s ↪a zbieżne.

Na odwrót: ze zbieżności szeregów
∑
EXn i

∑
V ar(Xn) oczywíscie wynika zbieżność sze-

regu
∑
Xn na mocy tw. o 2. szeregach.

Zadanie 83 Niech εn b ↪edzie ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie wyznaczo-

nym przez funkcj ↪e charakterystyczn ↪a φ(t) = cos t, zaś an ci ↪agiem liczbowym. Pokazać, że szereg∑∞
n=1 εnan jest zbieżny z P.1 ⇔ szereg

∑∞
n a2n jest zbieżny.

Zadanie 84 * Pokazać, że jeśli X1, ..., Xn s ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi, to istnieje

0 ≤ r ≤ ∞ takie, że szereg (pot ↪egowy)
∑∞

n=1Xn(ω)(z − p)n jest z prawdopodobieństwem 1

zbieżny w kole |z − p| < r i rozbieżny dla |z − p| > r.

Zadanie 85 Niech Xn b ↪edzie ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie jednostaj-

nym na [−1, 2]. Dla jakich θ ∈ R szereg
∑
n−θXn jest zbieżny z pr. 1.

To samo zadanie, jeśli Xn b ↪edzie ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie

jednostajnym na [−1, 1].



Zadanie 86 Niech Xn b ↪edzie ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie: P (Xn =

n) = n−3 = P (Xn = −n) oraz P (Xn = 0) = 1 − 2n−3. Pokazać, że szereg
∑
Xn jest zbieżny z

pr. 1, ale
∑
V ar(Xn) =∞.

Zadanie 87 Niech Xn b ↪edzie ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych tym samym o rozk ladzie.

Pokazać, że szereg
∑

nXn jest zbieżny z pr. 1 ⇐⇒ P (X1 = 0) = 1.

Zadanie 88 Niech Xn b ↪edzie nieujemnym ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych . Pokazać,

że jeśli
∑
EXn <∞, to

∑
nXn jest zbieżny. Czy niezależność jest tutaj konieczna?

Zadanie 89 Niech Xn b ↪edzie ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie normalnym.

Znaleźć warunki konieczne i dostateczne zbieżności szeregu
∑
Xn w terminach zachowania si ↪e

ci ↪agu wariancji i wartosci oczekiwanych zmiennych Xn. Wsk. zad 82.

Zadanie 90 Niech Xn b ↪edzie ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o jednakowym rozk ladzie

symetrycznym. Niech

lim
t→∞

tP (Xn ≥ t) = 1.

Niech an bedzie ciagiem liczbowym. Uzsadnić, że szereg losowy
∑
anXn jest zbieżny⇐⇒

∑
|an| <

∞. Wsk. Pokaz ↪ać, że istnieje sta la K > 0 taka, że dla c > 1

V ar(X
(c)
1 ) ≤ Kc.

 Latwiejsza wersja: Za lożyć, że X1 ma rozk lad Cauchy’ego.

************************************************************************

V ar(X
(c)
1 ) = E

[
(X

(c)
1 )2

]
=

∫ ∞
0

2tP (|X(c)
1 | ≥ t)dt.

Oczywiste jest, że P (|X(c)
1 | ≥ t) = 0 dla t ≥ c oraz P (|X(c)

1 | ≥ t) ≤ P (|X1| ≥ t). Mamy

wi ↪ec

V ar(X
(c)
1 ) ≤

∫ c

0
2tP (|X1| ≥ t)dt.

Warunek limt→∞ tP (X1 ≥ t) = 1 oraz symetria implikuje, że istnieje sta la K > 0:

2tP (|X1| ≥ t) ≤ K, t > 0,

zatem dla c > 0

V ar(X
(c)
1 ) ≤

∫ c

0
2tP (|X1| ≥ t)dt ≤ Kc.

St ↪ad

V ar((anXn)(c)) = a2nV ar

(
X

(
c
|an| )

1

)
≤ Kc|an|.

Zatem, ze zbieżności
∑
|an| <∞ wynika zbieżność szeregu

∑
V ar((anXn)(c)). Zbieżność∑

P (|anXn| ≥ c) jest oczywista, bo P (|anXn| ≥ c) ≈ 2|an|/c, n → ∞. Pokazalísmy, że ze

zbieżności
∑
|an| <∞ wynika zbieżność szeregu

∑
anXn.

Na odwrót, jeżeli szereg
∑
anXn jest zbieżny, to

∑
P (|anXn| ≥ c) jest zbieżny i |an| → 0.

Wtedy P (|anXn| ≥ c) ≈ 2|an|/c, n → ∞, wi ↪ec ze zbieżności
∑
P (|anXn| ≥ c) < ∞ wynika

zbieżność
∑
|an|.


