
RACHUNEK PRAWDOPODOBIEŃSTWA

Lista 8 9 czerwiec 2019.

Zadanie 91 Niech Xi bedzie ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o średniej 0 i skończo-

nych wariancjach. Niech Sn =
∑n

1 Xi. Niech zdarzenie Ak ∈ σ(X1, . . . , Xk), gdzie σ(X1, . . . , Xk)

jest sigma cia lem generowanym przez zmienne X1, . . . , Xk. Uzasadnić nierówność:

E
[
(Sn − Sk)21Ak

]
≤ V ar(Sn)P (Ak), k ≤ n.

Zadanie 92 Czy rozk lad Cauchy’ego jest nieskończnie podzielny?

Zadanie 93 Pokazać, że suma niezależnych zmiennych losowych maj ↪acych (niekoniecznie takie

same) rozk lady nieskończenie podzielne ma rozk lad nieskończenie podzielny.

Zadanie 94 Rozk ladem Gamma z parametrami α, β nazywamy rozk lad o g ↪estości

gα,β(x) =

{
βα

Γ(α)x
α−1e−βx dla x > 0

0 dla x ≤ 0

Wiadomo, że dla α1, α2, β > 0

gα1,β ∗ gα2,β = gα1+α2,β.

Wywnioskować st ↪ad, że rozk lad ten jest nieskończenie podzielny. Uwaga: wystarczy rozważyć

przypadek β = 1. Czy rozk lad wyk ladniczy jest nieskończenie podzielny?

Można pokazać, że funkcja charakterystyczna tego rozk ladu wyraża si ↪e wzorem:

φ(t) =

(
β

β − it

)α
.

Zadanie 95 Sprawdź, czy nast ↪epuj ↪ace rozk lady o zadanych funkcjach charakterystycznych s ↪a

nieskończenie podzielne:

β

β − it
,

1

1 + t2
, e−t

2
cos t,

1

1 + t1/2
.

Zadanie 96 Rozk lad µ nazywamy stabilnym jeśli dla niezależnych zmiennych losowych X,Y

o jednakowym rozk ladzie µ i dla dowolnych a, b ≥ 0 istniej ↪a c ≥ 0, d ∈ R:

aX + bY
d
= cX + d.

Pokazać, że rozk lad stabilny jest nieskończenie podzielny. Uwaga: Można pokazać, że rozk lady

stabilne s ↪a to rozk lady graniczne ci ↪agów postaci
∑

1≤i≤nXi−an
bn

, gdzie an i bn s ↪a ci ↪agami rzeczy-

wistymi, a Xi, i ≥ 1 jest ci ↪agiem i.i.d.

Zadanie 97 Rozk lad stabilny µ nazywamy ścísle stabilnym jeżeli d = 0 w równości z zadania

poprzedniego. Pokazać, że symetryczny rozk lad stabilny jest ścísle stabilny.

Zadanie 98 Czy rozk lady o funkcji charakterystycznej φ(t) = e−|t|
α
, 0 < α ≤ 2 s ↪a stabilne?

ścisle stabilne?



Zadanie 99 ∗ (dla ch ↪etnych) Niech ν b ↪edzie skończon ↪a miar ↪a nieujemn ↪a borelowsk ↪a na R. Na

wyk ladzie zdefiniowalísmy Pois(ν) - z lożony rozk lad Poissona generowany przez ν, jako miar ↪e

probabilistyczn ↪a o funkcji charakterystycznej

ψ(t) = e
∫
R(eitx−1)ν(dx).

a) Pokazać, że Pois(ν) = e−ν(R)
∑

k≥0
ν∗k

k! , czyli wykazać, że miara zdefiniowana przez

szereg po prawej stronie równości jest miar ↪a probabilistyczn ↪a o funkcji charakterystycznej ψ.

Uwaga. Splot dla miar skończonych definiujemy identycznie jak dla miar probabilistycz-

nych.

b) Pokazać, że Pois(ν1) ∗ Pois(ν2) = Pois(ν1 + ν2), ν1, ν2 - miary skończone. Wywnio-

skować st ↪ad, że miara Pois(ν) jest nieskończenie podzielna. Wsk. Rozważyć odpowiednie funkcje

charakterystyczne.

c) Pokazać, że Pois(ν) ma drugi moment iff
∫
R |x|

2ν(dx) <∞. (Rozważyć najpierw przy-

padek miary symetrycznej ν.

Zadanie 100 Pokazać, że rozk lad µ nie b ↪ed ↪acy rozk ladem zdegenerowanym o w lasności µ((−A,A)c) =

0 dla pewnego A > 0 nie jest nieskończenie podzielny. Wsk. Pokazać, że jeżeli µ∗kk = µ, to nośnik

miary µk zawiera si ↪e w [−A/k,A/k]. Używaj ↪ac tego faktu oszacować wariancj ↪e miary µ.

*************************************************************************

Na wyk ladzie podano twierdzenie Lévy’ego -Chinczyna: ψ jest funkcj ↪a charakterystyczn ↪a

rozk ladu nieskończenie podzielnego wtedy i tylko wtedy gdy jest postaci

ψ(t) = e−
σ2t2

2 eitae
∫
R(eitx−1−itxI{|x|<1})ν(dx),

gdzie σ ≥ 0, a ∈ R, a ν jest nieujemn ↪a miar ↪a na R o w lasności
∫
Rmin{1, x

2}ν(dx) <∞. Miara

ν nazywa si ↪e miar ↪a Lévy’ego rozk ladu nieskończenie podzielnego.

Zadanie 101 Które z poniższych miar absolutnie ciag lych s ↪a miarami Lévy’ego:

ν(dx) =
1

|x|3
dx; ν(dx) =

1

|x|
dx; ν(dx) =

ex

|x|
dx, x < 0 oraz ν(R+) = 0.

A które z poniższych miar dyskretnych s ↪a miarami Lévy’ego:

ν =
∞∑
k=1

δ10/k; ν =
∞∑
k=1

kδ1/k

Zadanie 102 Znaleźć miar ↪e Lévy’ego rozk ladu wyk ladniczego µ z parametrem λ > 0. Wsk.

Zastosować zadanie 94 do znalezienia n-tego pierwiastka z miary µ czyli miary µn : µ∗nn = µ.

Oznaczaj ↪ac ten pierwiastek (miar ↪e) przez µn znaleźć graniczn ↪a postać funkcji charakterystycznej

miary Pois(nµn).


