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Powtoérka porzadkujaca

Na poprzednich zajeciach zajmowaliSmy sie regresja logistyczna, to znaczy staraliSmy sie rozdzieli¢ obserwacje
nalezace do dwdch kategorii, za pomocs zmiennych objasniajacych.

Powtorzmy sobie najwazniejsze elementy, tego jak modelujemy, czyli opisujemy na matematyczng modte,
dane w regresji logistyczne;j.

y ~ B(1,p),

gdzie p jest rzecz jasna wartoscig oczekiwang y, i zadane jest przez funkcje od kombinacji liniowej zmiennych

objasniajacych
exp(Xp)
= B(ylX) = —8 20
p wlX) 1+ exp(Xp)

lub réwnowaznie
logit(p) = logit(E(y|X)) = =" 8

Dla regresji liniowej mamy,

Yy~ N(E(y),dz),
gdzie E(y) = 2T 3.

Zauwazmy zatem, ze nasz model zadany jest przez dwa ,parametry®. Pierwszy to rozklad z jakiego pochodzi
zmienna objasniana. Drugi to funkcja jaka laczy wartosé oczekiwana w rozktadzie z liniowa kombinacja
zmiennych objasniajacych.

Te dwa elementy, rodzina rozkladéw i funkcja taczaca (link function) zadaja nam uogélniony model liniowy.
Praktycznie jedynym ograniczeniem jakie mamy przy tworzeniu w ten sposob modeli jest to, czy potrafimy
policzy¢ estymator parametru .

Wstep motywujacy

W roku 1898 Ladislaus Bortkiewicz, ktéry byl rzecz jasna rosyjskim ekonomista, opublikowal w Lipsku
ksiazke, w ktorej przedstawil dane dotyczace liczby zolnierzy armii pruskiej, ktorzy umarli od kopnigecia konia
na przestrzeni 20 lat. Dane mozna pobraé tu.

Pytanie jak modelowa¢ tego typu dane:

library(dplyr)

library(tidyr)

library(stringr)
bortkiewicz=read.table("bortkiewicz.csv", sep="\t")
knitr::kable(head(bortkiewicz))

X1875 X1876 X1877 X1878 X1879 X1880 X1881 X1882 X1883 X1884 X1885 X1886 X1887 X

G 0 2 2 1 0 0 1 1 0 3 0 2 1
I 0 0 0 2 0 3 0 2 0 0 0 1 1
II 0 0 0 2 0 2 0 0 1 1 0 0 2
111 0 0 0 1 1 1 2 0 2 0 0 0 1


https://en.wikipedia.org/wiki/Ladislaus_Bortkiewicz
im.pwr.edu.pl/~sobczyk/dydaktyka/bortkiewicz.csv

X1875 X1876 X1877 X1878 X1879 X1880 X1881 X1882 X1883 X1884 X1885 X1886 X1887
v 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0
\Y 0 0 0 0 2 1 0 0 1 0 0 1 0

table (unlist (bortkiewicz))

#
## 0 1 2 3 4
## 144 91 32 11 2

bortkiewicz$corp=rownames (bortkiewicz)
gather (bortkiewicz, year, value, -corp) %>%

mutate(year=as.numeric(str_extract(year, pattern="[0-9]+"))) -> bortkiewicz
summary(ml <- glm(value ~ year + corp, family="poisson", data=bortkiewicz))

bortkiewicz)

"0.1 " "1

##

## Call:

## glm(formula = value ~ year + corp, family = "poisson", data =
##

## Deviance Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -1.6887 -1.1077 -0.8035 0.5348 2.0810

##

## Coefficients:

#i# Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

## (Intercept) -3.559e+01 2.343e+01 -1.519 0.1288

## year 1.876e-02 1.243e-02 1.510 0.1312

## corpl 3.850e-09 3.535e-01 0.000 1.0000

## corpll -2.877e-01 3.819e-01 -0.753  0.4512

## corpllIl -2.877e-01 3.819e-01 -0.753 0.4512

## corplV -6.931e-01 4.330e-01 -1.601 0.1094

## corpIX -2.076e-01 3.734e-01 -0.556 0.5781

## corpV -3.747e-01 3.917e-01 -0.957 0.3387

## corpVI 6.062e-02 3.483e-01 0.174 0.8618

## corpVII -2.877e-01 3.819e-01 -0.753 0.4512

## corpVIII -8.267e-01 4.532¢-01 -1.824 0.0681 .
## corpX -6.454e-02 3.594e-01 -0.180 0.8575

## corpXI 4.463e-01 3.202e-01 1.394 0.1633

## corpXIV 4.055e-01 3.227e-01 1.256  0.2090

## corpXV -6.931e-01 4.330e-01 -1.601 0.1094

# ——-

## Signif. codes: O '**x' 0.001 '*xx' 0.01 'x' 0.05 '.
##

## (Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)
##

#i# Null deviance: 323.23 on 279 degrees of freedom
## Residual deviance: 294.81 on 265 degrees of freedom
## AIC: 629.89

##

## Number of Fisher Scoring iterations: 5

Czy model jest sensowny? Mozna policzy¢ analogon statystyki F dla OLS. Poréwnujemy skonstruowany

model z saturated model (model pelny, nasycony?).



Figure 1: Tlustracja problemu badawczego



1-pchisq(summary(ml)$deviance, summary(ml)$df.residual)

## [1] 0.1006652

Wiecej informacji na temat modeli zliczeniowych mozecie znalezé na kursie Analiza danych jako$ciowych.
Mozemy poréwnywaé modele miedzy soba:

anova(glm(value ~ 1, family="poisson", data=bortkiewicz), ml)

## Analysis of Deviance Table

#i#

## Model 1: value ~ 1

## Model 2: value ~ year + corp

##  Resid. Df Resid. Dev Df Deviance
## 1 279 323.23

## 2 265 294.81 14  28.423

1-pchisq(28.4, 14)

## [1] 0.01258477

Jaki model dostaniemy stosujac regreje regularyzowana (BIC)

step(ml, k = log(nrow(bortkiewicz)))

## Start: AIC=684.41

## value ~ year + corp

#i#

## Df Deviance AIC
## - corp 13  320.94 637.29
## - year 1 297.09 681.06
## <none> 294.81 684.41
#i#

## Step: AIC=637.29

## value ~ year

#t
## Df Deviance AIC
# - year 1  323.23 633.94
## <none> 320.94 637.29
#t

## Step: AIC=633.94
## value ~ 1

##

## Call: glm(formula = value ~ 1, family = "poisson", data = bortkiewicz)
##

## Coefficients:

## (Intercept)

# -0.3567

##

## Degrees of Freedom: 279 Total (i.e. Null); 279 Residual
## Null Deviance: 323.2

## Residual Deviance: 323.2 AIC: 630.3

m2 <- update(ml, . ~ . - corp)

## test model differences with chi square test
anova(m2, ml, test = "Chisq")



## Analysis of Deviance Table

#i#

## Model 1: value ~ year

## Model 2: value ~ year + corp

## Resid. Df Resid. Dev Df Deviance Pr(>Chi)

## 1 278 320.94

## 2 265 294.81 13 26.137 0.0163 *

## ——-

## Signif. codes: O '**x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.056 '.' 0.1 ' ' 1

1-pchisq(summary(m2) $deviance, summary(m2)$df.residual)

## [1] 0.038955

library(ggplot2)

bortkiewicz$valuehat <- predict(m2, type="response")

ggplot(bortkiewicz, aes(x = year, y = valuehat)) +
geom_point(aes(y = value), alpha=.5, position=position_jitter(h=.1)) +

geom_line(size = 1) +

labs(x = "Rok", y = "Liczba wypadkow")
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Troche teorii

Zmienna wynikowa gy pochodzi z rozkladu Poissona

y ~ Poiss(p),

gdzie E(y) = p. Przypomnijmy co to oznacza:



1. y przyjmuje wartosci catkowite nieujemne
Y

2. Py =k) = =l
u zalezy od zmiennych objasniajacych przez funkcje laczaca (link function). Dla regresji poissonowskiej

stosujemy dwie

« funkcje identycznosciowa p = 7 x. Uwaga! Mozemy dostaé pu < 0
« logarytm (domyélna w R) log(u) = 8T«

Interpretacja parametréw:

o exp(fy) - efekt na éredniej y gdy z_o =0
o exp(B;) - zwiekszenie sie x; o jeden, powoduje wzrost wartosci oczekiwanej y przez przemnozenie przez
exp(B;). To jaki efekt ma b; zalezy od znaku.

Predykcja

Predykcje w regresji poissona wykonujemy w ten sam sposéb jak dla OLS i regresji logistycznej, bierzemy
wartosé oczekiwana.

predict(ml, newdata = bortkiewicz[1:10,])

## 1 2 3 4 5 6
## -0.4072510 -0.4072510 -0.6949330 -0.6949330 -1.1003981 -0.7819444
## 7 8 9 10

## -0.3466263 -0.6949330 -1.2339295 -0.6148903
exp(predict(ml, newdata = bortkiewicz[1:10,]))

## 1 2 3 4 5 6 7
## 0.6654772 0.6654772 0.4991079 0.4991079 0.3327386 0.4575156 0.7070695
#i# 8 9 10
## 0.4991079 0.2911463 0.5407002

predict(ml, newdata = bortkiewicz[1:10,], "response'")

## 1 2 3 4 5 6 7
## 0.6654772 0.6654772 0.4991079 0.4991079 0.3327386 0.4575156 0.7070695
#i# 8 9 10
## 0.4991079 0.2911463 0.5407002

Ale przeciez wartosci maja by¢ calkowite! Napotykamy na ten sam problem co przy regresji logistycznej.
Musimy zdyskretyzowa¢ wyniki.

Rozszerzenia

Zauwazmy, ze jest istnieje kilka rozkladéw, ktore nadaja sie do modelowania danych zliczeniowych. Z zwiazku
z tym mamy kilka rodzajow regres;ji:

e regresja ujemna dwumianowa. Stosujemy ja je$li dane maja wicksza dyspersje niz wynikatoby to z
rozktadu Poissona, w ktérym wariancja jest réwna $redniej

o regresja zero-inflated negative binomial lub zero-inflated poissonn. Uzywamy ich wtedy gdy
rozklad ma nadreprezentacje zer

» mozna zastosowaé zwykla regresje (OLS), ale trzeba sie liczyé z potrzeba transformacji danych i proble-
mami z ciaglymi wartodciami wynikéw (a takze ujemnymi predykcjami). To robiliémy w sprawozdaniu
2.

Jak poréownaé tak rézne modele migdzy soba?



W ramach éwiczenia polecam przej$é przez analize danych dotyczaca (cech samic krabéw wplywajacych na
liczbe bedacych w jej okolicy sameéw)[https://onlinecourses.science.psu.edu/stat504/node/169].

Inne ciekawe dane: liczba prac naukowych z biochemii http://www3.nd.edu/~rwilliam/statafiles/couart4.dta
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