Regresja liniowa w R
Piotr J. Sobczyk

Uwaga Ponizsze notatki maja charakter roboczy. Moga zawiera¢ bledy. Za przestanie mi informacji zwrotnej
o zauwazonych usterkach serdecznie dzigkuje.
WeZmy dane dotyczace wzrostu malzenstw

library(ggplot2)
library (PBImisc)
data(heights)

Od czego zaczynamy analize danych? Nie ma jednej odpowiedzi. Warto postucha¢ 11 odcinka podcastu Not
so standard deviations, zeby zapoznaé si¢ z réznymi strategiami.

Pierwsza rzecza moze by¢ podgladniecie danych. Zobaczymy jakie typy zmiennych mamy, ile jest obserwacji
itp.
str(heights) #od structure

## 'data.frame': 96 obs. of 2 variables:

## ¢ Husband: int 186 180 160 186 163 172 192 170 174 191
## $ Wife : int 175 168 154 166 162 152 179 163 172 170 ...
summary (heights)

## Husband Wife

## Min. :162.0 Min. :141.0

## 1st Qu.:166.8 1st Qu.:158.0

## Median :175.5 Median :164.5

## Mean :174.3 Mean :163.9

## 3rd Qu.:182.2 3rd Qu.:170.2

## Max. :192.0 Max. :181.0

Kiedy juz wiemy co, pod wzgledem czysto technicznym, zawieraja dane, mozemy przejs¢ do analizy eksplo-
racyjnej. Mozna liczyé wiecej statystyk opisowych, ale dobra praktyka jest wizualizacja danych, wykres,
dzieki ktéremu zobaczmy co w nich siedzi

ggplot(heights, mapping = aes(x=Wife, y=Husband)) +
geom_point ()


https://soundcloud.com/nssd-podcast/episode-11-start-and-stop
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Ha! Cos juz wiemy! Widzimy, ze wzrost meza i wzrost zony sg ze soba powiazane. To znaczy ludzie wysocy
lacza sie w pary z wysokimi a niscy z nizszymi. Jak zapiszemy to w jezyku modelu liniowego?

wzrost meza = [y + 51 * wzrost zony + btad
Dlaczego (By?

Przypomnijmy sobie pytanie, jakie nas interesuja w zwigzku z modelem. ChcielibySmy poznaé¢ 3, o i potrafi¢
ocenia¢ na podstawie wzrostu zony, jak wysoki jest jej maz.

Ogdélny model liniowy ma postac

y=XpB+e
gdzie X € M, - deterministyczna macierz plany. € ~ N(0,021).

Jak wygladal nasz estymator ML?

Bi=(XTX) X"y
Obliczmy to w R
X=cbind (1, heights$Wife)
y=heights$Husband

beta=solve (t (X)%*%X) %*%t (X) %%y
beta

#it [,1]
## [1,] 37.8100491
## [2,] 0.8329246



Czy dostaniemy to samo uzywaja standardowej funkcji eRowe;j?

1m.
1m.

##
##

Alternatywny, i wygodniejszy sposéb konstrukeji modelu liniowego w R,

fit(x = X, y = y) -> 1lm.husband
husband$coefficients

x1 x2
37.8100491 0.8329246

1m.husband=1m(Husband~Wife, data=heights)
summary (1m.husband)

##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

Call:
Im(formula = Husband ~ Wife, data = heights)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-16.7438 -4.2838 -0.1615 4.2562 17.7500
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 37.81005 11.93231 3.169 0.00207 *x*

Wife 0.83292 0.07269 11.458 < 2e-16 **x*

Signif. codes: O '**x' 0.001 '*x'

Residual standard error: 6.468 on

0.01 'x' 0.05 '.' 0.1

94 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.5828, Adjusted R-squared: 0.5783

F-statistic: 131.3 on 1 and 94 DF,

p-value: < 2.2e-16

Na dzisiejszych zajeciach zrozumiemy cato$é zwracanego podsumowania.

Residuals

To juz bylo. Co to sa residua (nie myli¢ z analiza zespolona!)

y—jg=y—-XB=y—-XXTX)'X"y

Na marginesie, zauwazmy, ze 4 jest liniowa funkcja y:

g:

H to hat matrix, ,daszkuje" y.

X(XTX)"'XxTy = Hy
N—_————
H

Sprawdzmy jakie czy nasze residua ze wzoru zgadzaja si¢ z R

husband_residuals=y-X%*%solve (t (X)%*%X) %*t (X) %*x%y
summary (husband_residuals)

##
##
##
##
##

Vi
Min. :-16.7438
1st Qu.: -4.2838
Median : -0.1615
Mean : 0.0000

1



## 3rd Qu.: 4.2562
## Max. : 17.7500

Kolejna uwaga na marginesie. Przypomnienie z algebry liniowej. Co to jest macierz X (X7 X)71X7? Jak w
zwigzku z tym mozna interpretowaé nasze oszacowania? Co w zwiazku z tym wiemy o wtasnosciach macierzy
H?

t-value
Zauwazmy, ze nasz estymator B jest zmienna losowsg,

B=(X"X)"'"XTy ~ (XTX)'XT  N(XB,0%])
Co dalej?

B N(XTX) T XTXB,(XTX) ' XTo?I(XTX)7 T XT)T) (1)
~NB,AXTX)IXTX(XTX)™h (2)
~N(B,0*(XTX)™) (3)

Jakie ptyna stad wnioski?

1. Estymatory poszczegélnych elementéw [ sa skorelowane. Kiedy sg nieskorelowane?
2. Jaki jest rozklad pojedynczego ;7
3. Czego potrzebujemy, aby policzy¢ wariancje estymatora?

Estymator wariancji w modelu liniowym

o W= XDy - XB)
— "

7 tw. Fishera, jest on niezalezny od beta. PrzejdZzmy przez szybki rachunek.

Bi ~ N(B;, 0*(XTX) 1)
a zatem

~

Bi — Bi

UQ(XTX)i_il ~ N(O’ 1)
Bi — B;
752(XTX);.1 ~t(n—2)

beta_hat=solve (t (X) %*%X) %*x%t (XD %*%hy
RSS=sum( (y-X¥\*Jbeta_hat)~2 )
sigma_hat=sqrt (RSS/(nrow(heights)-2))
sigma_hat

## [1] 6.468001

sqrt(diag(solve (t (X)%*%X)))*sigma_hat

## [1] 11.93230880 0.07269272



Mozemy tez policzy¢ statystyke testows i p-wartosci

test_stat=beta_hat/(sqrt(diag(solve (t(X)%*%X)))*sigma_hat)
test_stat

#i# [,1]
## [1,] 3.168712
## [2,] 11.458156

2x(1-pt (test_stat, df = nrow(heights)-2))

#i#t [,1]
## [1,] 0.002066323
## [2,] 0.000000000

F-statistic i modele zagniezdzone

Kiedy budujemy model liniowy, powinniémy zadaé sobie pytanie czy ma to jakikolwiek sens. To znaczy, czy
zmienne objasniajace dajg jakas istotna informacje o zmiennej objasnianej. Robimy to poréwnujac nasz
model z tzw modelem zerowym, czyli takim, ktory ma jedynie Intercept.

Poréwnanie jest robione w oparciu i RSS z obu modeli.

1m(Husband~1, data=heights) -> 1lm.husbandO
anova(lm.husband0O, 1m.husband)

## Analysis of Variance Table
##

## Model 1: Husband ~ 1

## Model 2: Husband ~ Wife

##  Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

## 1 95 9425.0

## 2 94 3932.5 1 5492.5 131.29 < 2.2e-16 **x

#H# ——-

## Signif. codes: O 'x*kx' 0.001 's*' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
R2

Wspdtezynnik R? méwi o tym, jak procent zmiennoéci danych (czyli wariancji zmiennej objasnianej) jest
wyjasniany w modelu. Wiemy, ze nigdy nie bedzie to 100% procent, poniewaz nasz model zawiera element
losowy e.

> (yi —y)? — RSS(B)
Zz(yb - 5)2

1-RSS/var (heights$Husband) / (nrow(heights)-1)

R? =

## [1] 0.5827588

Korzystajac z R%, mozna ze soba poréwnaé dwa konkurecyjne modele. Zalezy nam, aby R? byto jak
najwigksze.

Co zatem robi adjusted R2. Jak zachowuje sie RSS gdy zwiekszamy liczbe zmiennych w modelu. Czy to jest
pozadane zachowanie?

1-RSS/ (nrow(heights)-2) /var (heights$Husband)
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KEXTHOR, THE DOG-BEARER

T DONT TRUST LINEAR REGRESSIONS WHEN ITS HARDER
T GUESS THE DIRECTION OF THE CORRELATION FROM THE
SCATTER PLOT THAN TO FIND NELJ CONSTELLATIONS ON IT.

Figure 1: Dlaczego warto robié¢ wykresy? zrédlo: https://pbs.twimg.com/media/CqyflRcXgATIlsSP.jpg



https://pbs.twimg.com/media/Cqyf1RcXgAIlsSP.jpg

## [1] 0.5783201

var(y) — RSS(B)/(n — p)

adjusted R? =

var(y
Zerknijmy jeszcze raz na podsumowanie regresji liniowej
summary (1m.husband)
##
## Call:
## 1m(formula = Husband ~ Wife, data = heights)
##
## Residuals:
## Min 1Q Median 3Q Max
## -16.7438 -4.2838 -0.1615 4.2562 17.7500
##
## Coefficients:
#t Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
## (Intercept) 37.81005 11.93231 3.169 0.00207 *x*
## Wife 0.83292 0.07269 11.458 < 2e-16 *xx*
## —-—-
## Signif. codes: O '***x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.056 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 6.468 on 94 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.5828, Adjusted R-squared: 0.5783
## F-statistic: 131.3 on 1 and 94 DF, p-value: < 2.2e-16

Rozumiemy juz wzystkie zawarte w nim informacje i moze przejsé dalej, tzn. do diagnozowania i oceny
stworzonego modelu liniowego.
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