Kryteria wyboru modelu
Piotr J. Sobczyk
8 grudnia 2016

Na dzisiejszych zajeciach:

1. Dowiemy si¢ na dlaczego nie zawsze chcemy uzywaé¢ wszystkich dostepnych zmiennych w modelu
2. Poznamy dwie metody wyboru modelu AIC i BIC, ktére oparte sa na penalizowanej funkcji wiarogodnosci
3. Poznamy jak wybiera¢ model przy pomocy walidacji krzyzowej (CV)

Dotychczas w danych z jakimi sie stykaliémy bylo sporo obserwacji i malo zmiennych. Jest jednak wiele
zbioréw danych, gdzie liczba zmiennych jest poréwnywalna z liczba, obserwacji.

Przyktad 1

Analiza danych genetycznych, dla kazdego pacjenta mamy 500K zmiennych opisujacych jego genom. Kazdy
podzbiér zmiennych daje nam inny model. Ktory z nich jest najlepszy?

Przyktad 2

Chcemy dopasowac¢ model regresji wielomianowej

m(z) = E(Y|X =) = fo + bz + - + Bpa?

Potrzebujemy wybraé rzad modelu p. Mozemy my$le¢ o modelach M; ... M, ktére odpowiadaja odpowiednim
rzedom wielomiandw.

Przyktad 3

Mamy dane dotyczace zliczenia pewnych zdarzen, na przyktad, w eksperymencie biologicznym, patrzymy ile
razy dany fragment RNA pojawia sie w probee. Te liczbe mozemy modelowaé za pomoca rozkladu Poisssona,
rozkladu ujmenego dwumianowego lub np. rozktadu Poissona typu ,zero-inflated“. Ktéry model wybraé?

Wybér modelu

W przyktadach powyzej zbudowanie modelu na wszystkich dostepnych zmiennych mija sie z celem modelowania.
Nie chodzi o to, zeby mieé cokolwiek, chcemy mie¢ model, ktéry bedzie przydatny. Wrécmy na chwile do
cytatu George Boxa:

Now it would be very remarkable if any system existing in the real world could be exactly
represented by any simple model. However, cunningly chosen parsimonious models often do
provide remarkably useful approximations. For example, the law PV = RT relating pressure P,
volume V and temperature T of an “ideal” gas via a constant R is not exactly true for any real
gas, but it frequently provides a useful approximation and furthermore its structure is informative
since it springs from a physical view of the behavior of gas molecules. For such a model there is
no need to ask the question “Is the model true?”. If “truth” is to be the “whole truth” the answer
must be “No”. The only question of interest is “Is the model illuminating and useful?”.

Jesli liczba zmiennych jest poréwnywalna z liczbg obserwacji, to mozemy by¢ pewni, ze nasz model nadmiernie
dopasuje si¢ do danych. Co to oznacza? Najlatwiej jest to zobaczy¢ na przykladzie.
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Jak dopasowaé krzywa opisujaca te dane? Chcemy dopasowaé jaki§ wielomian. Zauwazmy najpierw, ze jest
to problem regresji liniowe;j.
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W przypadku ostatnim mamy do czynienia z overfittingiem. Nadmiernym dopasowaniem do danych.

Metody wyboru modelu

Przyklad

Przyklad pochodzi z wyktadu Hyunseung Kang’a.

housing = read.csv("http://stat.wharton.upenn.edu/~khyuns/stat431/BostonHousing.txt")
str(housing)

## 'data.frame':
: num
: num

##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

CRIM
ZN :
INDUSTRY :
CHAR
NOX
NROOMS
AGE
DIS
RAD
TAX
PTRATIO :
B
LSAT
$ MEDV

P hH P P P PP LD PP LD LD P

num

: int
: num
: num
: num
: num
: int
: int

num

. num
. num
. num

506 obs. of 14 variables:
0.00632 0.02731 0.02729 0.03237 0.06905 ...
1800000 12.5 12.5 12.5 12.5 ...

2.31 7.07 7.07 2.18 2.18 2.18 7.87 7.87 7.87 7.87 ...
0000000OO0O0O0 ...

0.538 0.469 0.469 0.458 0.458 0.458 0.524 0.524 0.524 0.524 ...
6.58 6.42 7.18 7 7.15 ...

65.2 78.9 61.1 45.8 54.2 58.7 66.6 96.1 100 85.9 ...

4.09 4.97 4.97 6.06 6.06 ...

122333556555 ...

296 242 242 222 222 222 311 311 311 311

15.3 17.8 17.8 18.7 18.7 18.7 15.2 15.2 15.2 15.2 ...
397 397 393 395 397 ...

4.98 9.14 4.03 2.94 5.33 ...

24 21.6 34.7 33.4 36.2 28.7 22.9 27.1 16.5 18.9 ...


http://web.stanford.edu/~hskang/stat431/ModelSelection.pdf

housing %>% select(INDUSTRY, NROOMS, AGE, TAX, CRIM, LSAT, MEDV) -> housing
ggpairs (housing)
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BIC

Bayesian Information Criterion zostalo zaproponowane przez Gideona Schwarza w latach 70-tych. Ponizej
szkic wyprowadzenie, ktéry jest dosyé prosty. Myslimy po Bayesowsku. Jakie jest prawdopodobienistwo
modelu, gdy mamy dane?

P(M;]Y) o< P(Y'[M;)P(M;),
gdzie P(Mj) jest prawodopobieristwem apriori dla modelu j-tego, a Y = (Y1,...,Y},) to dane. Wybieramy
ten model M;, ktéry maksymalizuje powyzsza wartos¢. Réwnowaznie, mozemy rozwazaé
log P(M;|Y) o logP(Y|M;) + log P(M;),
Drugi element mozemy rozpisaé¢ jako
P(Y|M;) = /@ p(Y|Mj, 05)m;(6;)d0; = /@ L(0;)m;(6;)d0,

gdzie ©; jest przestrzenig parametréw w modelu M}, a L jest funkcjg wiarogodnosci. Niestety najczesciej nie
potrafimy tej calki policzy¢. Pozostaja nam przyblizenia.

Mozemy rozwing¢ catke woké! 6; maksymalizujacego L, w tym celu stosuejmy przyblizenie Laplace’a.



« d.
log/ L(0;)m;(0;)dl; ~ 1(6;) — Ej logn,

9,
gdzie | = log L, d; jest wymiarem przestrzeni parametréw dla modelu M;.
Ostatecznie, wybieramy model, ktéry maksymalizuje:

N d;
argmax {(0;) — ?] log n + log P(M;)
J

Najczesciej zaklada sie rozklad apriori jednostajny dla wszystkich modeli i BIC ma wtedy postaé

A d;
BICy; = argmax 1(0;) — ?] logn

n = nrow(housing)
step(1m(log(MEDV)~INDUSTRY + NROOMS + AGE + TAX + CRIM, data=housing), direction="both", k=log(n))

## Start: AIC=-1355.85
## log(MEDV) ~ INDUSTRY + NROOMS + AGE + TAX + CRIM

##

## Df Sum of Sq RSS AIC
## - INDUSTRY 1 0.0319 32.270 -1361.
## <none> 32.238 -1355.
## - AGE 0.8919 33.130 -1348.

1
## - TAX 1 1.0323 33.270 -1346.
## - CRIM 1 3.6262 35.864 -1308.
## - NROOMS 1 16.1974 48.436 -1156.
##

## Step: AIC=-1361.58

## log(MEDV) ~ NROOMS + AGE + TAX + CRIM

P, 2, W oo o

##

## Df Sum of Sq RSS AIC

## <none> 32.270 -1361.6

## + INDUSTRY 1 0.0319 32.238 -1355.8

## - AGE 1 1.3420 33.612 -1347.2

## - TAX 1 1.7801 34.050 -1340.6

## - CRIM 1 3.5944 35.864 -1314.4

## - NROOMS 1 17.7340 50.004 -1146.2

##

## Call:

## Im(formula = log(MEDV) ~ NROOMS + AGE + TAX + CRIM, data = housing)
##

## Coefficients:

## (Intercept) NROOMS AGE TAX CRIM

## 1.6539739 0.2810492 -0.0021435 -0.0004775 -0.0121286

Jaka roznica w BIC jest istotna? Zauwazmy, ze eksponenta z réznicy w BIC to iloraz prawdopodobienstw
aposteriori. Za publikacja Kass and Raftery (1995), przyjmuje si¢ nastepujace wartodci:

BICy; — BICy,;,  Evidence Against Model

0-2 Not worth more than a bare mention
2-6 Positive


https://www.stat.washington.edu/raftery/Research/PDF/kass1995.pdf

BICy; — BIC,  Evidence Against Model

6-10 Strong
>10 Very Strong

Notabene, jest to naprawde Swietna praca i warto ja przeczytaé jesli jest sie zainteresowanym mysleniem
Bayesowskim.

AIC

Formuta tego kryterium to jest podobne do BIC:

AICy;, = arg max l(éj) —2d,

Poniewaz zwykle 5 > 2, AIC ma tendencje¢ do wybierania wigkszych modeli. Kara za wprowadzenie

dodatkowej zmiennej jest mniejsza niz w przypadku BIC.

step(1lm(log(MEDV)~., data=housing) ,direction="both")

## Start: AIC=-1546.49
## log(MEDV) ~ INDUSTRY + NROOMS + AGE + TAX + CRIM + LSAT

#t

#i# Df Sum of Sq RSS AIC
## - INDUSTRY 1 0.0033 23.167 -1548.4
## <none> 23.163 -1546.5
## - AGE 1 0.1166 23.280 -1545.9
## - TAX 1 0.5003 23.664 -1537.7
## - CRIM 1 1.6177 24.781 -1514.3
## - NROOMS 1 2.7111 25.874 -1492.5
## - LSAT 1 9.0748 32.238 -1381.2
##

## Step: AIC=-1548.41
## log(MEDV) ~ NROOMS + AGE + TAX + CRIM + LSAT

##

## Df Sum of Sq RSS AIC
## <none> 23.167 -1548.4
## - AGE 1 0.1565 23.323 -1547.0
## + INDUSTRY 1 0.0033 23.163 -1546.5
## - TAX 1 0.6435 23.810 -1536.5
## - CRIM 1 1.6493 24.816 -1515.6
## - NROOMS 1 2.7571 25.924 -1493.5
## - LSAT 1 9.1034 32.270 -1382.7
#it

## Call:

## 1lm(formula = log(MEDV) ~ NROOMS + AGE + TAX + CRIM + LSAT, data = housing)
##
## Coefficients:

## (Intercept) NROOMS AGE TAX CRIM
##  2.6676472 0.1364344 0.0008293 -0.0002913 -0.0083699
# LSAT

## -0.0314759



Dla kryteriéw AIC i BIC mamy sporo ciekawych twierdzeni, méwiacych o ich skutecznosci. Problem z ich
uzywaniem jest bardzo praktyczny. Aby wybra¢ model maksymalizujacy BIC nalezy sprawdzi¢ wszystkie
mozliwe modele. Ich liczba jest wyktadnicza w stosunku do liczby zmiennych. A jak co$ rosnie wykladniczo,
to oznacza to, ze nie da si¢ tego policzy¢ w skonczonym czasie dla rozsadnie duzych danych. Juz przy 20
zmiennych mamy do poréwnania ponad milion modeli!

Zamiast przegladaé wszystkie modele, stosuje sie heurystyki oparte o zachlanne (greedy) przeczesywanie
przestrzeni wszystkich modeli. Do tego zadania stuzy eRowa funkcja step. Wychodzac od modelu pustego
(pelnego), dodaje (odejmuje) zmienne i patrzy czy BIC si¢ zwigkszy. Jedli tak, idzie dalej, jesli nie zatrzymuje
sie i nie szuka dalej. Niektore strategie sg bardziej inteligentne, ale zasada pozostaje taka sama.

Walidacja krzyzowa (cross-validation)

Walidacja krzyzowa (Cross-Validation, CV) jest metoda, ktéra stuzy do wyboru parametréw modelu, i oparta
jest na poznanym na zesztym wyktadzie frameworku podzialu danych na zbidér treningowy i testowy.

K-krotna walidacja krzyzowa (k-fold CV) polega na losowym podziale danych na k czesci, z ktérych kazda po
kolei stuzy za zbiér testowy.
Schemat jest nastepujacy:

1. Podziel zbiér danych na k-podzbioréw o mniej wiecej rownej wielkosci 2.

k
2. Dla kazdej podzbioru:

e Oznacz go jako zbidr testowy, a pozostate pozdbiory jako zbiér treningowy
e Dopasuj model w oparciu jedynie o zbiér treningowy
o Oblicz blad éredniokwadratowy predykcji (Prediction Mean Squared Error, PMSE),

1 A
PMSE = Y. v, )
# prébek testowych Z ( )

i- testowe

3. Policz érednia po wszystkich PMSE.

Sposréd wszystkich modeli wybieramy ten, ktéry daje najnizsze MSE. Oczywiscie zamiast MSE mozemy
uzy¢ innej miary dopasowanie np. R2. W przypadku klasyfikacji AUC, MCC lub jakiejkolwiek innej miary,
ktoéra bedzie odpowiadala temu, czego oczekujemy po modelu.

CV skupia sie na bledzie/dokladnosci predykeji. Sluzy do wyboru optymalnego pod tym wzgledem. W
szczegblnosci niekoniecznie da nam ,prawdziwy" model o matej liczbie zmiennych. W przypadku matego zbioru
danych CV moze okazaé sie bardzo niestabilna, MSE moze sie bardzo mocno rézni¢ pomiedzy ,foldami“ Jesli
chcemy upewnié sie co do jakosci predkeji mozna zastosowaé¢ wielokrotna CV, czyli powtarzamy wielokrotnie
podzial na podzbiory. W szczegdlnoséci mozemy wtedy dostaé co$ w rodzaju bootstrapowych (a wlasciwie
bardziej permutacyjnych) przedziatéw ufnosci dla mierzonej cechy - MSE, R? czy AUC.

Jak wybraé¢ parametr k? Standardowo bierzemy k = 10. Szczegblnym przypadkiem jest leave-one-out CV, w
ktorej k = n.

Regresja z kara (penalized regression)

Przypomnijmy sobie na czym polega budowanie regresji metoda najwiekszej wiarogodnosci. Minimalizowalismy

logarytm z funkcji wiarogodnosci po parametrach 3 i o2.

og o — 1 log(2) - L v —xp)T(v - xp)

n
_
202

B, o®ly) = —5

Stad B = (XTX)"1XTy i 02 = RSS(B)/n.

Wracajac do przykladu z dopasowaniem krzywej
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Jak uniknaé nadmiernego dopasowania? Naktadajac ograniczenia na wspotczynniki 3.

N

B =argmin I(Bly) + Apen(p)
BN~ ——
likelithood kara

W przypadku AIC i BIC nakladamy kare na liczbe niezerowych wspétczynnikow, czyli funkcja pen oparta
jest o norme ly.

[18llo
2

BIC); :=1(f) — log n

Jak tatwo sie domysli¢ [y nie jest jedyna norma jaks mozemy wykorzystac.

Ridge regression (regresja grzbietowa), Hoerl & Kennard, Technometrics, 1970

Powodem powstania tej metody sg problemy numeryczne. Zauwazmy, ze gdy n ~ p, macierz X’ X jest
bliska nieodwracalnej. Jednak jedli nieco zwiekszy sie przekatna dodajac Al do X7 X, to macierz staje sie
odwracalna i ma wigkszy wyznacznik. Okazuje sie, ze ma to dobre wlasnosci z punktu widzenia statystycznego.
Kiedy macierz jest bliska osobliwej, wariancja estymatora (8 jest bardzo duza (wystarczy popatrze¢ na wzdr).

Bridge = a?"ngéIll(B) - )‘”BHQ

Co ciekawe te same estymatory dostaniemy jako MAP (maximum a posteriori) rozwazajac zwykla regresje z
normalnym rozkladem apriori dla parametrow .



®
°
1.00 0% o %0
& o090
"..o
°
o
° )
°
0.75- o
o°
°
I/}
o
)
>
050 n o .% Py
o o
[ ] ~.~ ¢
od® %
e )
° L) C]
0.25 4 Y ’a o ®
.0.
°
°
e
o ©
0.00 - ®
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X
Cwiczenia

1. Co sie dzieje z ﬁridgc gdy A — 07
2. Co sie dzieje z Bridge gdy A — oo?

Osobnym problemem jest wybdr parametru A. Ten wybor ma bardzo powazne konsekwencje jesli chodzi o

jakos¢é dopasowania! Jedng z mozliwosci jest wykorzystanie cross-validacji.
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Regresja grzbietowa nie pozwala na wybér liczby zmiennych. Parametry § sa blizsze zeru, ale pozostaja
niezerowe. RozwiazaliSmy zatem problem nadmiernego dopasowania do danych, ale nie mamy mozliwosci
wyboru zmiennych do modelu, jak to bylo w przypadku AIC i BIC.

Lasso

Tibshirani (Journal of the Royal Statistical Society 1996) LASSO: least absolute shrinkage and selection
operator.

Blasso =arg mﬁml(@) - AHﬁ”l

Lub w innym zapisie:

i=1

Blasso 1= arg mﬁin S wi—Bo—Y wiiB) + A 1B
J J
Lub jescze inaczej (przeksztalcone przez warunki Karusha-Kuhn-Tuckera KKT):

n
Blasso 1= arg mﬁin Z(yl — Bo — in,jﬁj)Q, pod warunkiem Z|ﬂj| <t
i=1 j j

J
Mamy odpowiednios¢ 1-1 miedzy t i A, ale nie jest ona dana zadng prosta zaleznoscia funkcyjnag. Ostatnia

formula na estymator Lasso daje nam intuicje dotyczaca jego dzialania i réznicy z regresja grzbietowa.
Ponizej znajduje si¢ rysunek, notabene jeden z najbardziej znanych i wplywowych w nowoczesnej statystyce,

11



pochodzacy z ksigzki Elements of Statistical Learning Hastiego, Tibshiraniego i Friedmana. Przedstawia
dopasowanie regresji w przypadku gdy mamy dwa parametry 81 i (5. B to estymator NW. Czerwone kregi to
poziomice dla wartosci log-likelihood. Im dalej jestesmy od i tym likelihood jest mniejszy. Dla regresji ridge
(z prawej strony) ograniczenie ma postaé¢ warunku na kule w normie 5, za$ dla lasso na kule w normie ;.
Estymatorem jest przeciecie kuli w odpowiedniej normie z poziomicg odpowiadajaca najwiekszej mozliwej
wartosci log-likelihoodu. Dzieki temu, ze norma [ jest ,kanciasta®, wspélrzedne wektora [ moga sie zerowac.
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™
]
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!

Figure 1:
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http://statweb.stanford.edu/~tibs/ElemStatLearn/
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Jak korzystaé z Lasso w R?

Najlepiej uzy¢ biblioteki glmnet. Pozwala ona na dopasowanie penalizowanych regresji liniowej i logistycznej
oraz modelu hazardu Coxa. Dzigki wykorzystaniu biblioteki do macierzy rzadkich jest rozsadnie szybka.

housing.lasso=glmnet(x = as.matrix(housing[,-ncol(housing)]), y = housing$MEDV, alpha = 1)
plot(housing.lasso, xvar = "lambda")

13
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Log Lambda

W tym przykladzie nie widaé¢ dobrze zmian wspolczynnikéw, stwérzmy wlasny wykres w skali pierwiastkowej

betas=data.frame(lambda=housing.lasso$lambda, as.matrix(t(housing.lasso$beta))) %>%
gather(coeff, value, -lambda)

ggplot(betas, aes(x=lambda, y=sign(value)*sqrt(abs(value)), group=coeff, color=coeff)) +
geom_line() + scale_y_continuous("Beta w skali pierwiastkowej", labels=function(x) sign(x)*x72) +
scale_x_logl0("Log lambda")

14



coeff

— AGE
1- — CRIM
— INDUSTRY
— LSAT
— NROOMS
— TAX

Beta w skali pierwiastkowej

0.1 1.0
Log lambda

Powyzszy wykres nazywamy Sciezkami lasso (lasso paths). Warto zauwazy¢, ze w skali liniowej, $ciezki lasso
sa krzywymi lamanymi (piece-wise linear).

ggplot(betas, aes(x=lambda, y=value, group=coeff, color=coeff)) +
geom_line()

15
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Dlaczego warto korzystaé z penalizowanej regresji?

Omoéwilidémy kilka metod regresji penalizowanej (BIC, ridge, lasso). PowiedzieliSmy o wlasnosciach, w
szezegblnodei odnodnie wyboru zmiennych (zerowanie wspélczynnikéw §). Ale powdd jest duzo bardziej
konkretny. Chcieliby$Smy zeby nasz estymator 5 byl blisko prawdziwego Birye

MSE(B) = E||B = Biruell® = EllB = EB|? + (|15 = Beruell)® = Var(B) + bias(5)

Estymator NW w modelu liniowym jest zawsze nieobciazony. Niestety oplacamy to czasami bardzo wysoka
wariancja (pamigtamy, ze wariancja zalezy od macierzy X7 X). Czasem oplaca sie popelnié systematycznym
blad (estymator jest obciazony), a w zamian dosta¢ mniejsze MSE.

Jednym z celow budowy modelu liniowego jest predykcja. Chcemy dobrze przewidywaé¢ wartosci nowych
obserwacji. Podobnie rzecz ma si¢ réwniez w tym przypadku.

PE(z,) = E{(Y — f(X))*|X = w0} = o” + Bias*(f(w0)) + Var(f (o))
Tak jak poprzednio, nawet jesli mamy estymator nieobiazony, to nasz btad predykcji moze byé¢ duzy ze
wzgledu na duza wariancje.
Referencje:

1. http://www.stat.cmu.edu/~larry /=stat705/Lecturel6.pdf

2. https://lagunita.stanford.edu/c4x/HumanitiesScience/StatLearning/asset /model__selection.pdf
3. http://web.stanford.edu/~hskang/stat431/ModelSelection.pdf
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