Badania operacyjne
Matematyka Stosowana
5. zestaw zadan

1. Pewna firma zajmuje sie kupnem i sprzedaza artykuléw jednego rodzaju. Firma ta posiada magazyn
na 500 sztuk powyzszego towaru. Na poczatku kazdego kwartalu moze po podanych nizej cenach
zamowi¢ dostawy dowolnej wielkosci nie przekraczajacej aktualnie dostepnego miejsca w magazynie.
Produkty sa nastepnie sprzedawane w cenach ustalonych dla calego kwartalu (réwniez podanych
ponizej). W kazdym kwartale trzeba sprzedaé tyle produktu, ile wynosi jego podaz (réwniez podana
w tabeli). W przypadku, gdy w magazynie jest miejsce, mozna zakupié¢ wiecej produktu i sprzedaé w
kolejnych miesigcach. Ile firma powinna kupowaé¢ w poszczegdlnych miesiacach, zeby maksymalizowaé
swoj roczny zysk (kwote uzyskana ze sprzedazy minus kwote wydana na zakup)?

Kwartal | Podaz | Cena zakupu | Cena sprzedazy

I 280 140 165
II 320 150 170
II1 210 155 175
v 340 130 160

Zadanie rozwiaz korzystajac z programowania dynamicznego (za stan przyjmij liczbe produktéw za-
kupionych w poszczegdlnych kwartatach znajdujaca sie w magazynie na poczatku poszczegdlnych
kwartatéw).

2. ([JS20]) Zaklad produkcyjny winien pokryé zapotrzebowanie na pewien produkt w ciagu 6 pierwszych
miesiecy pewnego roku. Zapotrzebowanie na produkt w kazdym miesiacu wynosi 3 jednostki. W
kazdym miesiagcu zaklad moze uruchomi¢ produkcje produktu. Uruchomienie produkcji pociaga za
soba koszt 13 tysiecy PLN. Zaklad moze wyprodukowaé¢ w kazdym miesiacu co najwyzej 5 jednostek
produktu, przy czym wytwarzanie utamkow jednostki produktu jest niedopuszczalne. Wytworzenie
pierwszej jednostki produktu kosztuje 3 tys. PLN, drugiej - 2 tys. PLN, za$ trzeciej i czwartej po 1 tys.
PLN Produkowanie piatej jednostki wymaga uruchomienia dodatkowych urzadzen, a stad koszt jej
uruchomienia wynosi 4 tys. PLN Reasumujac, funkcja f(x) kosztéw produkcji z jednostek w danym
miesigcu przyjmuje wartoéci podane w tablicy.
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Zapotrzebowanie w kazdym miesiacu moze by¢ pokrywane produktem wytworzonym w danym mie-
sigcu lub w miesiacach poprzednich. W tym drugim przypadku zaklad ponosi dodatkowy koszt maga-
zynowania wynoszacy 2 tys. PLN za jednostke magazynowa w ciggu miesiaca. Pojemno$¢ magazynu
pozwala na magazynowanie co najwyzej 4 jednostek.

Jakie ilosci produktu nalezy wytwarzac, aby laczne koszty produkcji i magazynowania byly jak naj-
mniejsze, jesli zapas na poczatku stycznia i w koncu czerwca ma wynosi¢ 0 jednostek? Odpowiedz na
to pytanie przy uzyciu programowania dynamicznego.

3. Zalézmy, ze drobne przedsigbiorstwo rybackie ma jako jedyne dostep do akwenu, w ktérym znajduje
sie sp = 100 ton ryb. W kazdym miesigcu ¢t moze odlowi¢ dowolna iloé¢ z; < s; ryb. Ryby nastepnie
rozmnazajg sie — mozemy przyjaé, ze z pozostatych s; — x; ryb w kolejnym miesiacu do odlowienia
bedzie s;y1 = 10v/sy — xy ryb. Zalézmy, ze dzierzawa lowiska konczy sie po 4 miesiacach. Ile ryb
przedsiebiorstwo powinno odlowi¢ w 1., 2.; 3. i 4. miesiacu, zeby zmaksymalizowa¢ sume uzytecznosci
z polowéw w kolejnych miesiacach przy zalozeniu, ze uzyteczno$é ze zlowienia x ryb wynosi u(z) =
In(z)? Rozwiazanie znajdz, korzystajac z programowania dynamicznego.

4. Zalézmy, ze masz do zainwestowania 10 000PLN i chcesz podzieli¢ swoja inwestycje pomiedzy 4
programy inwestycyjne. Wiesz, ze zwrot z inwestycji « tys. PLN w 1. program wynosi %x +31{z > 1}
(tys. PLN), zwrot z 2. programu, x, z 3. programu, %x — f—;, natomiast z 4. programu, %CCQ. Oblicz,
jakie kwoty nalezy zainwestowa¢ w poszczegdlne programy, aby zmaksymalizowaé¢ zwrot z inwestycji.
Zréb to, korzystajac z programowania dynamicznego.

Wskazowka: W programowaniu dynamicznym potraktuj numer inwestycji jak czas.



5. ([JS20]) Dany jest obiekt, bedacy zespolem urzadzen Ul, U2, U3 polaczonych réwnolegle (awaria
ukladu jest réwnowazna awarii wszystkich urzadzen). Ponizej przedstawiono prawdopodobienstwa
tego, ze jesli na remont i-tego urzadzenia przeznaczono j tysiecy PLN, to nie ulegnie ono awarii.

wydatek ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4
U1l 0.2]02]04|06]0.7
U2 0.1[0.3]0.5]0.7]0.8
U3 02(03]04]06]0.8

Urzadzenia ulegaja awariom niezaleznie od siebie. Przedsiebiorstwo przeznaczyto 4000PLN na remont
calego obiektu. Z pomocg programowania dynamicznego okresli¢ optymalny przydzial srodkéw mak-
symalizujacy prawdopodobienstwo braku awarii catego obiektu po dokonaniu remontu poszczegdlnych
urzadzen.

Wskazowka: Podobnie jak w poprzednim zadaniu, wybdr kwoty przeznaczonej na remont k-tego urza-
dzenia potraktuj jako k-ty etap programowania dynamicznego.

6. Rozwaz nastepujaca sytuacje: Zysk z produkcji pewnej firmy zalezy od stanu, w jakim znajduja sie
maszyny, na ktorych produkowane sa jej produkty. Stan mozemy okredli¢ jako liczbe naturalng z
przedziatlu od 0 do 5. Jesli jest on wiekszy badz réwny 3, o ile maszyny nie sa w danym miesigcu
serwisowane, miesieczny zysk wynosi 100 000PLN, dla stanu 2 efektywnosé dziatania maszyn spada
(co jaki$ czas praca musi byé przerywana z powodu usterek), co zmniejsza zysk do 90 000PLN. Dla
stanu 1 spada do 60 000PLN, natomiast stan 0 oznacza, ze zysk jest zerowy. W kazdym miesiacu (o
ile stan maszyn jest rézny od 0 — wtedy maszyna jest calkowicie zepsuta i nic juz si¢ nie da zrobié)
dyrekcja przedsiebiorstwa podejmuje decyzje o tym, czy maszyny maja zosta¢ poddane serwisowi. W
takiej sytuacji miesieczny zysk spada o polowe (uwzgledniajac w tym koszt serwisu). Ma to jednak
dodatkowo nastepujacy skutek: jesli maszyna byla serwisowana, jej stan wzrasta z s do min{s + 3,5},
oile s > 3 lub do s + 2, jesli jej stan wynosit 1 lub 2. Z drugiej strony, stan maszyny, ktéra nie
jest serwisowana, spada w kolejnym miesiagcu o 1. Dodatkowo zakladamy, ze w kazdym miesiacu z
niewielkim prawdopodobienstwem 1 — 3 przedsiebiorstwo przestaje dziala¢ z przyczyn niezwiazanych
ze stanem maszyn.

Korzystajac z programowania dynamicznego okredl, dla jakich stanéw maszyny nalezy zleca¢ prace
serwisowe, aby zmaksymalizowaé zysk firmy.

7. Zalézmy, ze drobne przedsigbiorstwo rybackie ma jako jedyne dostep do akwenu, w ktérym znajduje
sie sop = 100 ton ryb. W kazdym miesiacu ¢t moze odlowi¢ dowolna iloé¢ z; < s; ryb. Ryby nastepnie
rozmnazajg sie — mozemy przyjac, ze z pozostatych s; — x; ryb w kolejnym miesiacu do odlowienia
bedzie s;11 = 104/sy — ¢ ryb. Tym razem zalézmy, ze dzierzawa lowiska jest na czas nieokreslony.
Znajdz polityke stacjonarna, ktorej uzywaé powinno przedsigbiorstwo, aby zmaksymalizowaé zdys-
kontowana sume uzytecznosci z polowéw na kolejnych etapach, jesli uzyteczno$¢ mierzona jest przy
pomocy funkeji u(z) = In(x) (2réb to dla dowolnego wspélezynnika dyskonta 5 € (0, 1)). Rozwiazanie
znajdz, korzystajac z programowania dynamicznego.

Wskazéwka: V(s) bedzie postaci Aln(Bs).

8. Zalézmy, ze zysk pewnej firmy na przestrzeni miesigca t ze sprzedazy produkowanych przez nia wyro-
béw zalezy od stanu s; € [0, 00) posiadanych urzadzen wykorzystywanych w produkeji w nastepujacy
sposob: f(s;) = 50,/5;. Aktualny stan urzadzen w ¢ + 1. miesigcu zalezy od stanu w poprzednim mie-
siacu s; oraz pieniedzy zainwestowanych w ¢. miesiacu xy € R w nastepujacy sposéb: sy = %st+ %xt.

(a) Znajdz polityke stacjonarna umozliwiajaca maksymalizacje zdyskontowanej sumy zyskéw ze sprze-
dazy na poszczegdlnych miesiacach pomniejszonych o sumy pieniedzy wydanych na poprawe stanu
urzadzen.

Wskazowka: V (s) bedzie postaci As + By/s + C.

(b) Oczywiscie w praktyce x; > 0. Zalozenie o mozliwej ujemnosci inwestycji jest jednak potrzebne do
znalezienia optymalnej polityki stacjonarnej. Dla jakich wartosci stanu s uzyskany wynik bedzie
mimo wszystko poprawny, jesli zalozymy, ze z; > 07
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