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Teoria i metody optymalizacji
Miniprojekty (programowanie liniowe)

(na podstawie [JKSW11]) Pewien zaklad produkuje 4 wyroby, ktére obrabiane sa na dwéch obrabiarkach oraz
frezarce. Czas pracy tych maszyn jest ograniczony i wynosi 18000 maszynogodzin dla obrabiarki Op, 45000
maszynogodzin dla obrabiarki Os oraz 32000 maszynogodzin dla frezarki F. Zuzycie czasu pracy maszyn na
jednostke wyrobu dla kazdego z wyrobéw podano w tabeli:

Maszyna | Wyréb I | Wyr6b IT | Wyréb 111 | Wyréb IV

O 0.3 0.1 0.2 0.4
Oz 0.2 0.4 0.5 0.6
F 0.3 0.2 0.7 0.4

Popyt na produkt I jest ograniczony do 40000 jednostek, popyt na produkt II do 25000, popyt na pozostale
produkty jest nieograniczony. Zysk ze sprzedazy jednostki wyrobu I to 6PLN, z jednostki wyrobu II to 3PLN,
z jednostki ITIT — 7TPLN, a z jednostki IV — 5PLN. Jak zaplanowaé¢ produkcje maszyn, zeby zmaksymalizowaé
zysk firmy przy spelnieniu wszystkich ograniczen? Odpowiedz na pytanie, rozwiazujac odpowiedni program
liniowy.

([JKSW11]) Gospodarstwo rolne prowadzi hodowle 3 ras opaséw: Sy, Sz Ss, i dysponuje okreslona liczba
roboczogodzin R, okreslong zuzyciem kazdego z rodzajow pasz Pi, P i P53 oraz zdolnoSciami produkeyjnymi
dwéch maszyn: My i Mo, potrzebnych do przygotowania pasz. Niezbedne dane, w przeliczeniu na 1kg przyrostu
zywca dla kazdej z ras, podane sa w tabeli. Podane sa w niej réwniez limity dostepnosci poszczegdlnych zasobow.

Srodki | Zuzycie S, Zuzycie Sy Zuzycie S3 Limit
na lkg zywca | na 1kg zywca | na lkg zywca | dostepnosci

R 10 8 8 80000000
P 20 30 20 600000
Py 10 20 30 600000
Ps 40 60 80 1200000
M,y 3 3 2 300000
My 2 1 4 400000

Rozwiazujac odpowiednie zadanie programowania liniowego okresl optymalny plan produkcji zywca, biorac
pod uwage, ze zysk z produkcji opaséw poszczegdlnych ras wynosi odpowiednio: 0.9, 2.2 oraz 1.2PLN z 1kg
przyrostu zywca.

([JKSW11]) Zaktad produkujacy gwozdzie otrzymuje drut o wymaganej grubosci w 3-centymetrowych kawal-
kach. Kawalki te ciete sa na krotsze odcinki odpowiadajace dlugosciom gwozdzia, tj. 11cm, 8cm oraz 5em. Jak
nalezy pociaé¢ otrzymane kawaltki drutu, aby wyprodukowaé¢ 12000 gwozdzi o dtugoséci 11cm, 24000 o dlugosci
8cm i 27000 o dlugosci 5cm, minimalizujac ilo$¢ odpadéw. Rozwiaz to zadanie, tworzac odpowiedni program
catkowitoliczbowy.

([JKSW11]) Zaklad produkujacy puszki do konserw otrzymal surowiec w postaci dwéch rodzajéw blachy:
21500m blachy o szerokosci 1.5m i 14000m blachy o szerokosci 1.8m. Z blachy wycinanae sg potrzebne elementy
denka i Sciany boczne puszek. Stosowane sposoby rozkroju 1m biezacego blachy o szerokosci 1.5m podane sg
w tabeli:

T |11 | III
Denka 70|15 | 10
Sciany boczne | — | 20 | 30

Sposoby rozkroju blachy o szerokosci 1.8m sa dla odmiany nastepujace:

I | II |III
Denka 30120 | —
Sciany boczne | 25 | 30 | 50

Zmaksymalizowaé liczbe otrzymanych puszek, pamietajac, ze kazda z nich ma 2 denka i 1 éciang¢ boczna. Zrobié
to, rozwigzujac odpowiednio sformulowane zadanie programowania calkowitoliczbowego.
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Firma Rury Zenona kupuje rury PCV o standardowej dtugosci 100cm, a nastepnie tnie je na krotsze odcinki
dhugoéci 10cm, 16cm oraz 42cm, ktére sprzedaje w swoim sklepie. Zapotrzebowanie na rury 3 powyzszych
dlugoéci podane jest w tabeli ponizej. Rury Zenona staraja sie zakupi¢ taka liczbe rur 100-centymetrowych,
aby podzielié¢ je na rury krétszych rozmiaréw bez produkceji odpadow.

‘ 10cm ‘ 16cm ‘ 42cm
Zapotrzebowanie‘ 1500 ‘ 950 ‘ 1370

Ile 100-centymetrowych rur powinna zakupi¢ firma? Jak powinna je podzieli¢ tak, zeby pokry¢ zapotrzebowanie
na rury kazdego z rodzajéw, produkujac jednocze$nie mozliwie najmniejsza liczbe nadmiarowych rur? Dojdz
do tego, formulujac i rozwiazujac odpowiednie zadanie programowania catkowitoliczbowego.

Wskazéwka: Rury dlugosci 100cm mozna pociaé¢ na mniejsze bez produkeji odpadéw na rézne sposoby (np. na
dziesie¢ o dlugosci 10cm albo dwie o dlugosci 42cm i i jedng o dtugosei 16¢m). Zmiennymi powinny by¢ liczby
rur 100-centymetrowych pocietych na rézne sposoby.

([JKSW11]) W zakladzie doswiadczalnym wyprodukowano nowa odmiang pszenicy, ktéra daje wysokie plony
z hektara. Konieczne jest jednak stosowanie 3 nawozdw: fosforowego, potasowego i naturalnego. Nawozy te
zawieraja cztery istotne skladniki A, B, C i D. Zawarto$¢ tych skladnikéw w gramach na lkg poszczegdlnych
nawozow podana jest w tabeli:

Sktadnik ‘ N. fosforowy ‘ N. potasowy ‘ N. naturalny

A 6 2 26
B 40 4 20
C 3 20 60
D 18 12 13

Minimalna ilos¢ sktadnika A, jaka powinna by¢ dostarczona na lha pszenicy to 96g, dla sktadnika B to 160g, dla
sktadnika C to 120g, a dla sktadnika D to 152g. Okresli¢ najmniej kosztowng dawke poszczegdlnych nawozow,
ktora zapewni potrzebna ilos¢ kazdego ze sktadnikow, jesli cena lkg nawozu fosforowego to 5PLN, nawozu
potasowego — 6PLN, a naturalnego — 2PLN. Zrobi¢ to, tworzac odpowiedni program liniowy.

([JKSW11]) Zeliwo maszynowe (przeznaczone na odlewy) wytwarzane z 3 stopéw powinno zawieraé¢ co najwyzej
14% C, nie wiecej niz 8% Si, co najmniej 25% Mn i co najmniej 12% P. ZawartoSci procentowe poszczegdlnych
pierwiastkow w kazdym ze stopdéw podano w tabeli:

Stop‘C‘Si‘Mn‘P

I 28 110 | 30 | 10
II (14]12] 20 |10
IIr |10 6 | 30 | 15

Tona stopu I kosztuje 100PLN, tona stopu II — 50PLN, a tona stopu III — 200PLN. Ile ktorego stopu nalezy
zakupié¢, zeby moéc z nich wytworzy¢ 3000t zeliwa maszynowego najmniejszym kosztem. Odpowiedz na to
pytanie, rozwiazujac odpowiedni program liniowy.

(Na podstawie [JKSW11]) Pewien dietetyk zostal poproszony przez producenta odzywek dla sportowcéw o
opracowanie specjalnej odzywki na czas intensywnego treningu. Rozwaza mozliwosé jej sporzadzenia na bazie
dwoéch produktéw, A i B, zawierajacych potrzebne sktadniki. Produkty te moga pochodzié¢ z produkcji krajowej
(wtedy kosztuja odpowiednio 12PLN i 18PLN za kilogram) lub z importu (wtedy kosztuja odpowiednio 18 PLN i
21PLN za kilogram). Produkcja krajowa produktu A nie przekracza 10 ton na miesiac, a w przypadku produktu
B — 20 ton. Producent chce produkowaé¢ 500 ton odzywki miesiecznie i oczekuje informacji o tym, ile produktu
A i B (i w jakiej cenie) ma zakupié¢, zeby wyprodukowaé odzywke spelniajaca wymagania dotyczace minimalnej
zawartosci 4 sktadnikow odzywczych na kilogram odzywki zawarte w tabeli ponizej za minimalna cene. Tabela
zawiera takze zawartosci poszczegdlnych skladnikow w 1kg produktu A i produktu B.

Skladnik | Minimalna zawartos¢ | Zawartos¢ skladnika | Zawarto$é sktadnika
na lkg odzywki w 1lkg prod. A w 1lkg prod. B
S 12 800 400
So 9 0 1200
S3 30 800 900
Sy 24 1000 800

Poméz producentowi, tworzac i rozwiazujac odpowiedni program liniowy.
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Jarek zastanawia sie, w co zainwestowaé swoje oszczednosci. Do wyboru ma

Inwestycja Stopa zwrotu | Ryzyko | Mozliwa likwidacja
Fundusz obligacji instytucjonalnych 12.75% 2 Nie
Fundusz obligacji komercyjnych 14.25% 3 Nie
Fundusz mieszany 18.15% 6 Nie
Fundusz akeji 23.05% 10 Tak
Konto oszczednosciowe 6.5% 0 Tak

Do zainwestowania ma 850000PLN i chce spelnié¢ nastepujace cele:
e Wazona $rednia wspotczynnikow ryzyka jest zminimalizowana.

e Sredni oczekiwany zwrot wynosi co najmniej 16%.

e Co najmniej 200000PLN przeznaczone jest na inwestycje, ktére mozna zlikwidowaé w kazdej chwili (patrz
ostatnia kolumna tabeli).

Tworzac odpowiedni program liniowy znajdz optymalny sposob zainwestowania pieniedzy przez Jarka.

Duza restauracja pracujaca 7 dni w tygodniu zatrudnia kelneréw. Na podstawie dotychczasowych doswiadczen,
liczbe kelneréw potrzebnych w poszczegdlne dni szacuje nastepujaco:

Dzieii | Pon | Wt | Sr | Czw | Pt | Sob | Nie

Potrzebnych | 15 | 7 [ 9 | 12 [20] 25 | 30

Kelneréw zatrudnia na nastepujacych zasadach: kelnerzy zatrudnieni na pelen etat pracuja przez 5 (dowolnych)
kolejnych dni, a nastepnie odpoczywaja prze dwa kolejne; kelnerzy zatrudnieni na czes¢ etatu pracuja przez 3
kolejne dni, nastepnie odpoczywaja przez 4. Kazdy pracownik powtarza swéj uktad dni pracujacych i wolnych
w kazdym tygodniu. Pracownicy zatrudnieni na peten etat dostaja 450PLN za kazdy dzien pracy, a pracownicy
zatrudnieni na czes¢ etatu dostaja po 500PLN za dzien.

(a) Ustal, ilu kelneréw powinno zostaé zatrudnionych na caly etat, a ilu na cze$é¢ etatu, a takze to po ilu
kelneréw zatrudnionych na pelny etat powinno zaczynaé¢ swoja prace w poszczegdlne dni tygodnia. Zrob
to, formulujac odpowiednie zadanie programowania catkowitoliczbowego.

(b) Zalézmy, ze pracownicy zatrudnieni na czes$é etatu pracuja przez 2 kolejne dni zamiast 3. Czy to zmniejszy
koszty restauracji?

(Na podstawie [MK80]) Firma zatrudniajaca sprzataczy do szpitali oszacowala na podstawie doswiadczen z
poprzednich lat, Zze zatrudnienie w ich firmie ma charakter sezonowy. Liczba roboczogodzin potrzebnych w
poszczegdlnych miesiacach roku przedstawiona jest w ponizszej tabeli:

Miesiac Roboczogodziny
Styczen 1600
Luty 1800
Marzec 1200
Kwiecien 800
Maj 600
Czerwiec 400
Lipiec 500
Sierpien 500
Wrzesien 700
Pazdziernik 900
Listopad 1000
Grudzien 1500

Osoby zatrudniane sg na poczatku kazdego miesiaca na okresy 3- lub 6-miesieczne. Kazda zatrudniona osoba
w pierwszym miesiacu zatrudnienia jest poddawana szkoleniu, przez co moze wyrobi¢ co najwyzej 80 robo-
czogodzin. W kazdym kolejnym miesiacu wyrabia (co najwyzej) 176 roboczogodzin. Kazdy wykwalikowany
pracownik dostaje miesieczne wynagrodzenie 3600PLN, pracownik na szkoleniu — 2800PLN. Napisz program
catkowitoliczbowy, ktérego celem bedzie ustalenie, ilu pracownikéow nalezy zatrudni¢ w kazdym kolejnym mie-
siacu roku na umowy 3- oraz 6-miesieczne. Twoim celem ma by¢ minimalizacja kosztéw zatrudnienia przy
pokryciu zapotrzebowania szpitali.
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Przedsigbiorstwo Zenex zamierza przeja¢ 60 nowych pracownikow z przedsigbiorstwa Franex. Dotychczas Zenex
zatrudnial 140 pracownikéw, struktura zatrudnienia przedstawiala si¢ w sposéb nastepujacy: sredni staz 15 lat,
$rednie do$wiadczenie 12 punktéow. Dane dotyczace struktury zatrudnienia Franexu przedstawiono w tabeli:

Staz pracownikéw (lata) | Doswiadczenie (punkty) | Liczba pracownikéw

) 8 20
10 10 25
15 14 30
20 16 20

Jak znalez¢ optymalne zatrudnienie, jezeli chcemy maksymalizowaé érednie doswiadczenie pracownikéw, gdy
staz pracy nowej zalogi nie moze si¢ zmienié¢ o wigcej niz 20%.

(Na podstawie [NPTEL14]) Pewna linia lotnicza zlecita badania na temat zapotrzebowania na bagazowych w
obstugiwanym przez siebie porcie lotniczym. Z badan wynika, ze zapotrzebowanie dla 24 godzin poczawszy od
pélnocy wynosi odpowiednio: 8, 4, 5, 2, 1, 8, 9, 12, 14, 15, 20, 22, 15, 13, 10, 15, 19, 20, 24, 21, 16, 10, 10
i 9. Bagazowi pracuja na 6 zmian: pierwsza startuje o poinocy, kolejne o 4, 8, 12, 16 oraz 20. Kazda zmiana
pracuje przez 8 kolejnych godzin. Zapotrzebowanie jest takie same kazdego dnia. Stosujac programowanie
calkowitoliczbowe okresl minimalng liczbe bagazowych potrzebnych do pokrycia zapotrzebowania oraz liczby
tych, ktérzy w takiej sytuacji beda zaczynaé swoja prace o poszczegdlnych godzinach. Zalézmy, ze godziny
pracy bagazowych przedtuzono do 10 godzin. Czy to poprawi rentownos$é¢ linii, jesli w takiej sytuacji musi
pracownikom zaplaci¢ 140% regularnej placy za godziny nadliczbowe?

Rozwaz 10 zadan do wykonania na 3 dzialajacych réwnolegle procesorach P1, P2 i P3. Czasy (w milisekundach)
potrzebne do wykonania poszczegdlnych zadan na procesorze P1 to 23, 8, 15, 7, 9, 12, 13, 4, 121 9, na P2 to
20,9, 11, 13, 11, 9, 17, 6, 15 i 10, natomiast na P3 sa one réwne 16, 14, 8, 15,9, 11, 17, 19 i 13. Kazde zadanie
trzeba przypisa¢ do dokladnie jednego procesora. Zalézmy, ze wszystkie zadania powinny by¢ zakonczone
w ciggu 25ms. Jesli jakie$ nie zostana wykonane w tym terminie, musisz zaptaci¢ kare réwna 100PLN razy
suma nadmiarowych czasow, ktére potrzebne sa do zakoniczenia pracy na kazdym z procesoréw. Sformutuj i
zaimplementuj zadanie programowania catkowitoliczbowego, umozliwiajace przypisanie zadan do procesoréw
w taki sposob, zeby zaptacona przez ciebie kara byta jak najmniejsza.

(Na podstawie [LP05]) Zenek Development zakupil dwie dzialki budowlane obok siebie, na ktérych planuje
wybudowanie nowego osiedla. Pierwsza dziatka ma 2900m?2, a druga 5500m?2. Osiedle ma skladaé sie z domkéw
jednorodzinnych 4 typéw budowanych z prefabrykatéw:

Model ‘ Potrzebna powierzchnia (m?) ‘ Pietra ‘ Sypialnie ‘ Zysk (PLN)

A 100 1 2 350000
B 140 1 3 250000
C 130 2 3 300000
D 200 2 4 470000

Zaklada Ze co namniej 25 ma by¢ jednopietrowa; co najmniej 30 ma mie¢ przynajmniej 3 sypialnie; ma by¢
co najmniej 1 kazdego modelu; na jednej z dzialek maja stanaé¢ wylacznie jednopietrowe. Zenek Development
chce zmaksymalizowac zysk, spelniajac przy tym wszystkie powyzsze warunki. Sformuluj i rozwiaz zadanie
programowania liniowego, ktére pozwoli na znalezienie optymalnego planu zabudowy osiedla.

Rozdzieli¢ produkcje 4 elementéw na 3 maszyny. Jedna maszyna moze produkowaé, co najwyzej jeden element,
zaden element nie moze by¢ produkowany wiecej niz na jednej maszynie. Tabele podaja (odpowiednio) koszty
produkcji partii elementéw w tysiacach PLN oraz jej wielko$¢ w tysiacach sztuk w rozbiciu na poszczegdlne
maszyny.
Element M1 M2 M3
A 5 6 7
B 35|45 | 5.5
C 55| 4 7

D 6 | 55165
Element M1 MQ M3
A 1 2 105
B 2 | 15125
C 3 2 1
D 4 125 2



Jedna sztuka elementu A moze by¢é sprzedana za 10PLN, sztuka elementu B za 7PLN, elementu C za 5PLN, a
elementu D za 9PLN. W jaki sposéb przydzielié poszczegélne maszyny do produkeji elementéw, aby osiagnaé
maksymalny zysk? Rozwiaz zadanie programowania liniowego, ktore pozwoli odpowiedzieé¢ na to pytanie.

LP17. (Oparte na [NPTEL14]) Zalézmy, ze 3 osoby maja wykonaé 8 projektéw. Znajdz przypisanie oséb do projektow
przy zalozeniu, ze kazda musi wykonywaé¢ 2 lub 3 projekty, i zaden projekt nie jest podzielony pomiedzy
pracownikéw. Twoim celem jest znalezienie takiego przypisania, przy ktérym ostatni z projektéw zostanie
ukoniczony najwezesniej, jak to mozliwe (kazda osoba wykonuje przypisane sobie projekty jeden po drugim
— nie moze ich wykonywa¢ jednocze$nie), jesli czasy wykonania poszczegblnych projektéw przez poszczegdlne
osoby zadane sa w tabeli:

Osoba A | Osoba B | Osoba C
Projekt 1 13 11 8
Projekt 2 19 20 7
Projekt 3 12 15 19
Projekt 4 11 12 9
Projekt 5 10 16 14
Projekt 6 22 24 19
Projekt 7 11 12 10
Projekt 8 9 7 10
Zréb to, tworzac odpowiedni program catkowitoliczbowy.

LP18. ([JKSW11]) Trzy rodzaje koparek moze wykonywaé cztery rodzaje prac ziemnych. W tabeli podano wydajnosci
koparek przy wykonywaniu tych prac (w m? na dzien), liczby koparek, jakimi dziennie dysponuje przedsiebior-
stwo, oraz planowe dzienne zapotrzebowanie w zakresie poszczegélnych prac (w m?):

Typ koparki | Wyd. przy wyk. | Wyd. przy wyk. | Wyd. przy wyk. | Wyd. przy wyk. | Liczba koparek
zad. typu I zad. typu II zad. typu III zad. typu IV do dyspozycji
A 25 15 16 20 10
B 30 10 24 25 8
C 24 18 25 27.5 15
Zapotrz. 220 90 146 220
Przydziel koparki do wykonywania poszczegdlnych prac ziemnych tak, aby dzienne koszty ich eksploatacji byty
mozliwie najnizsze, wiedzac, ze dzienne koszty eksploatacji koparek typow A, B i C wynoszg odpowiednio
190PLN, 130PLN oraz 280PLN. Zréb to, rozwiazujac odpowiednie zadanie programowania catkowitoliczbowe-
go.

LP19. (na podstawie [JKSW11]) Przedsiebiorstwo zrzesza 8 zakladéw, z ktérych kazdy moze z niejednakowa wydaj-
noscia produkowaé pie¢ wyrobéw. W tabeli ponizej podano wydajnosci zaktadéw przy wytwarzaniu poszcze-
goélnych wyrobéw (w setkach sztuk na godzine):

Zakltad | Wyréb I | Wyréb IT | Wyréb III | Wyréb IV | Wyréb V

1 4 3 7 12 3

2 5 2 6 9 7

3 2 5 8 1 9

4 6 4 8 8 6

5 4 6 9 7 2

6 3 2 4 5 6

7 1 4 5 4 2

8 7 9 3 2 5
Biorac pod uwage koniecznosé specjalizacji kazdego zaktadu w produkcji jednego tylko wyrobu, przydziel za-
ktady do produkcji poszczegdlnych wyrobéw w taki sposéb, aby kazdy wyréb byl produkowany w co najmniej
jednym zakladzie, a zysk z produkcji byl jak najwiekszy. Zakladamy, ze zyski z produkcji pojedynczego egzam-
plarza kazdego z produktéow wynoszg odpowiednio: 1.2, 2.3, 1.5, 0.8 i 2PLN. Wykorzystaj do tego odpowiednio
skonstruowane zadanie programowania calkowitoliczbowego.
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