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Matematyka a sztuka

Starozytna Grecja:

@ Platon i harmonia sfer,
@ zfoty podziat,
o kanon rzezby (Poliklet) itp.
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Sredniowiecze i Odrodzenie

Sztuka wyprzedza nauke:

@ Perspektywa w malarstwie:
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Sredniowiecze i Odrodzenie

Sztuka wyprzedza nauke:

@ Perspektywa w malarstwie:

e rok 1425 pomysty Bruneleschiego (podobno wykreslit linie
zbiezne) na obrazie Masaccia Tréjca Swieta

o rok 1435 Leon Battista Alberti w traktacie De pictura podaje
teoretyczne podstawy perspektywy linearnej
@ Piero della Francesca i Leonardo da Vinci
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Masaccio




Piero della Francesca

Tomasz Zak . 0 C



Jan van Eyck: Portret Arnolfinich
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Jan van Eyck: Portret Arnolfinich
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Swiatto: Vermeer

¥
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Swiatto: de la Tour
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Swiatto: impresjonisci

Impression: Swunrise, Clande Monet, 1873
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Symetria w sztuce: mozaiki Alhambry




Parkietaze ptaszczyzny

Parkietazem nazywamy pokrycie ptaszczyzny takimi wielokgtami,
ktére nie zachodza na siebie.

Parkietaz foremny skfada sie z przystajacych wielokatéw
foremnych.
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Parkietaze foremne

Kazdy parkietaz ma swoj symbol Schlafliego {p, g}, symbol ten
oznacza, ze ptaszczyzna pokryta jest wielokatami o p bokach, a w
kazdym wierzchotku schodzi sie g wielokatéw.

L AN
N

}6. 3¢ 14, 4} 13. 6t

Twierdzenie: Istnieja tylko 3 parkietaze wielokatne foremne.

Tomasz Zak . 0 C



Kat wewnetrzny p-kata foremnego ma miare(1 — %)77, jesli g
takich katéw schodzi sie w wierzchotku, a wielokaty maja
wypetniaé cata ptaszczyzne, to

2 2 1 1 1
<1—)7r:7r, skad — + — = -
p q p q 2

czyli

(p—2)(q—2) =4

To réwnanie ma tylko 3 rozwigzania w liczbach naturalnych:
p=06,q=3, oraz pary 4, 4 i 3, 6, a one daja trzy opisane
parkietaze.
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Niewielokatne pokrycia ptaszczyny

Rozszerzmy definicje parkietazu, dopuszczajac figury przystajace,
ktére nie s3 wielokatami. | tu wkracza sztuka.
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Niewielokatne pokrycia ptaszczyny

Dwie rozne figury.
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lle jest istotnie r6znych parkietazy ptaszczyzny?

o Klasyczny parkietaz jest okresowy, gdyz powstaje przez
przesuwanie, obracanie i odbijanie (symetrie) pewnego
zestawu figur, tworzacych tzw. obszar fundamentalny. Te
przeksztatcenia tworza grupe przeksztatcen.
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lle jest istotnie r6znych parkietazy ptaszczyzny?

o Klasyczny parkietaz jest okresowy, gdyz powstaje przez
przesuwanie, obracanie i odbijanie (symetrie) pewnego
zestawu figur, tworzacych tzw. obszar fundamentalny. Te
przeksztatcenia tworza grupe przeksztatcen.

o lle jest roznych (nieizomorficznych) takich grup?
e 17.
o W Alhambrze sg przyktady wszystkich siedemnastu.

o W pewnym sensie s3 to ,ptaskie krysztaty”.
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Maurits Cornelis Escher (1898-1972)

448 prac (litografie, drzeworyty), http://www.mcescher.com/
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Escher i jego figury niemozliwe
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Tréjkat Penrose'a




sir Roger Penrose




Parkietaze nieokresowe

W latach 60-tych XX wieku odkryto zestaw wielokatéw, ktérymi
mozna pokry¢ ptaszczyzne w sposéb nieokresowy, tzn. nie ma on

~Symetrii translacyjnej”. Taki zestaw miat ponad 20 000 figur.
(Hao Wang, Berger)
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Parkietaz Penrose’a

Na poczatku lat 70-tych XX wieku Roger Penrose podat zestaw
dwu wielokatéw, ktére tworza parkietaz nieokresowy.

Stowa kluczowe dla wyszukiwarki: Penrose tiling, Penrose
tesselation
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Parkietaz Penrose’a

Ten zestaw to latawiec (kite) i strzatka (dart):

Uwaga: ® = 1+2‘/§ ~ 1,61 to zfota liczba!
v R
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Parkietaz Penrose’a
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Kwazikrysztaty

The history of quasicrystals begins with the 1984 paper " Metallic
Phase with Long-Range Orientational Order and No Translational
Symmetry” where D. Shechtman et al. demonstrated a clear
diffraction pattern with a fivefold symmetry.

Zastosowania kwazikrysztatow.
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Harold Scott MacDonald Coxeter (1907 — 2003)

Studiowat w Cambridge, potem wiekszo$¢ zycia spedzit w Toronto
(Kanada). Byt jednym z wielkich geometréw XX wieku.

Zajmowat sie wieloscianami, teorig
grup dyskretnych, kombinatoryky i
geometrig nieeuklidesowa. Napisat 12
ksigzek, w tym o geometrii nieeuklide-
sowej.
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ICM 1954 (Miedzynarodowy Kongres Matematykéw)

W roku 1954 ICM odbyt sie w Amsterdamie. Z tej okazji
zorganizowano wystawe prac Eschera. Ponizej praca Dzien i noc.
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ICM 1954

W czasie tego Kongresu Coxeter i Escher poznali sie osobiscie,
znajomo$¢ byta tym tatwiejsza, ze zona Coxetera byta Holenderka.

W roku 1957 Coxeter, bedac Prezesem Royal Society of Canada,
wygtosit wyktad plenarny poswiecony symetrii przestrzeni
euklidesowych i hiperbolicznych. Pamietajac o twérczosci Eschera,
poprosit go o pozwolenie zilustrowania wyktadu niektérymi
grafikami Eschera. Oczywiscie Escher zgodzit sie, w rewanzu
Coxeter postat mu odbitke artykutu, ktéry powstat na bazie tego
wyktadu.
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Escher i Coxeter

Escher byt bardzo dumny z ukazania sie jego grafik w pracy
matematycznej. Jednak to nie ich opublikowanie wywarto ogromne
wrazenie na Escherze, a jeden z rysunkéw we wspomnianej pracy
Coxetera.
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Escher i Coxeter

W roku 1958 Escher napisat w liscie do Coxetera:

»Mimo ze tekst Panskiej pracy okazat sie o wiele za trudny dla
prostego samouka, ktéry tylko nauczyt sie pokrywaé ptaszczyne
wzorami, kilka ilustracji, a zwfaszcza jedna, wstrzasnety mna.

Od kilku lat interesuja mnie wzory z malejacymi motywami,
ktérych rozmiary ciagle maleja wraz ze zblizaniem sie motywéw do
granicy. To zadanie jest tatwe, gdy granica jest punkt w centrum
wzoru. Nieobca jest mi réwniez granica, ktéra jest linig prosta, ale
nigdy nie bytem w stanie wykona¢ wzoru, w ktérym motywy
malatyby wraz ze zblizaniem sie do okregu, tak, jak to jest na
Panskim rysunku.”
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Escher i Coxeter

»Prébowatem zrozumieé, jak skon-
struowany jest ten wzér, ale zdotatem
tylko znalez¢ Srodki i promienie naj-
wiekszych okregéw. |[...]

Czy istnieja inne sposoby zblizania sie
do granicznego okregu? [...]

Mimo mej niewiedzy, uzytem Panskie-
go modelu w duzym drzeworycie (wy-
konawszy tylko wycinek 120°, odbi-
tem go trzykrotnie). Przesytam Panu
kopie.”
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Circle limit |
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Escher i Coxeter

Odpowiadajac na list Eschera, Coxeter napisat, ze ptaszczyzne
euklidesowa mozna pokry¢ biatymi i czarnymi tréjkatami na trzy
tylko sposoby:

jesli katy kazdego trojkata z danego parkietazu ptaszczyzny maja
miary %, %, T 1w jednym wierzchotku spotyka sig¢ p biatych i p
czarnych tréjkatéw, w innym g biatych i g czarnych, a w trzecim r
i r, to, poniewaz suma miar katéw tréjkata jest réwna 7, wiec

1 1 1
—+=-+==1,
p q r

stad jedynymi trzema sposobami s3: (3,3,3), (4,4,2) oraz
(6,3,2).
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Escher i Coxeter

Jesli rozwazamy geometrie na sferze, to role prostych odgrywaja
kota wielkie (przeciecia sfery ptaszczyznami, przechodzacymi przez
jej Srodek). Wtedy suma katéw tréjkata (tzn. takiej figury na
sferze, ktérej bokami sa spdjne fragmenty kot wielkich) musi byé
wieksza od 7, wiec wszystkie grupy symetrii okresla nieréwnosé

1 1 1

—+—-+->1,

p q r

ktérej rozwigzaniami sa trdjki liczb (p,2,2), (3,3,2), (4,3,2) oraz
(5,3,2).
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Escher i Coxeter

Natomiast w geometrii hiperbolicznej suma katéw tréjkata jest
zawsze mniejsza od 7, wiec mozliwosci jest nieskonczenie wiele,
albowiem nieréwnos¢

1 1 1

-+-+-<1

p q r
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych
wiekszych niz 2.
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Escher i Coxeter

W liscie do syna Escher napisat: Coxeter pisze, ze istnieje
nieskonczenie wiele sposobdw zblizania sie do okregu i daje
przyktad wartosci trzy i siedem. Jednak liczba siedem, jako
nieparzysta, jest bezuzyteczna dla moich celéw. Wydaje mi sie, ze
Coxeterowi bardzo trudno jest pisa¢ w sposéb zrozumiaty dla laika,
bo jego wyjasnienie nic mi nie dato. Zapewne jedno stowo Coxetera
pomogtoby mi, jednak postanowitem zgtebi¢ problem samodzielnie.
Poniewaz jestem entuzjastycznie nastawiony do zadania, mam
nadzieje, ze ostatecznie uda mi sie to rozwigzac.

A prace nad rozwigzaniem tego problemu nazywat
,,coxeterowaniem"” .
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Model Poincarego

H. Poincare zaproponowat nastepujacy model ptaszczyzny
hiperbolicznej:

@ Uniwersum to jednostkowe koto D na ptaszczyznie, bez
brzegu.
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Model Poincarego

H. Poincare zaproponowat nastepujacy model ptaszczyzny
hiperbolicznej:
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Model Poincarego

H. Poincare zaproponowat nastepujacy model ptaszczyzny
hiperbolicznej:
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Model Poincarego

H. Poincare zaproponowat nastepujacy model ptaszczyzny
hiperbolicznej:

Uniwersum to jednostkowe koto ID na ptaszczyznie, bez
brzegu.

~Prostymi” sa Srednice oraz tuki okregéw ortogonalnych do
brzegu D.

Uwaga: okregi s3 ortogonalne <= promienie w punktach
przeciecia okregbéw tworza kat prosty.

Izometriami sa:

symetrie wzgledem Srednic,

obroty wzgledem srodka kota D,

inwersje wzgledem okregéw ortogonalnych do brzegu D,
ztozenia powyzszych przeksztatcen.
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Model Poincarego

Model Poincarego jest konforemny, tzn. odlegtosci euklidesowe s3
znieksztatcone, ale katy euklidesowe sa zachowane.

Trojkat to figura, ktorej trzema bokami sg fragmenty prostych
(tukéw okregdéw ortogonalnych do brzegu kota lub $rednic).
Podobnie okreslamy czworokat i inne wielokaty.

Suma katéw kazdego tréjkata ma mniej niz 180°.
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Niedoskonatosci Circle limit |

Escher pisze w liscie do Coxete-
ra: Bedac pierwsza préba, Circ-
le Limit | zawiera wiele niedo-
skonaftosci: nie dos¢, ze ksztat-
ty ryb, bedac wielokatnymi abs-
trakcjami, pozostawiaja wiele
do zyczenia, to na dodatek ich
ustawienie jest zte. Nie ma ani
ciagtosci przeptywu, ani jedno-
rodnosci koloru w kazdym rze-
dzie.”
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Circle limit Il

Od tych niedoskonatosci wolny jest Circle limit Il z roku 1959.
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Circle limit Il

W liscie z maja 1960 Escher pisze do Coxetera:

Caty obszar wypetniony jest serig teoretycznie nieskoriczenie wielu
ryb, ptynacych jedna za druga i majacych ten sam kolor. Biate
linie, przechodzace przez srodki ich ciat podkreslaja ciagtos¢ kazdej
serii. Potrzebowatem 4 drewnianych blokéw — po jednym dla
kazdego koloru i piatego dla linii czarnych. Kazdy blok kolorowy
byt 90-stopniowym wycinkiem kofa. Zatem petny rysunek wymagat
4 x 5 =20 odbitek.

\ - —

Tomasz Zak . 0 C



Circle limit Il

| dalej:

Kazda seria ryb wystrzeliwuje niczym rakieta z nieskoriczonosci,
prostopadle do brzegu i znika tez w nieskoriczonosci, przy czym
zaden element nie osigga brzegu. Na zewnatrz jest , absolutnia
nicos¢”. A jednak ten okragty swiat nie mégtby istnie¢ bez
otaczajacej go pustki, nie tylko dlatego, ze ,wnetrze” zakfada
istnienie ,,zewnetrza”, ale réwniez dlatego, ze w tej pustce znajduje
sie ,,rusztowanie”, wyznaczajace z geometryczna precyzja srodki
okregdw, tworzacych szkielet pracy.
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Circle limit Il

Gdy Coxeter otrzymat odbitke, postat Escherowi list peten
zachwytu nad gtebig matematyki, zawartej w Circle limit 1.
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Circle limit Il

Gdy Coxeter otrzymat odbitke, postat Escherowi list peten
zachwytu nad gtebig matematyki, zawartej w Circle limit 1.

Escher napisat do syna: Dostatem entuzjastyczny list od Coxtera,
dotyczacy moich kolorowych ryb. Trzy strony wyjasnien, co tak
naprawde udato mi sie zrobié. Szkoda, ze niczego, absolutnie
niczego, z tych wyjasnien nie zrozumiatem..
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Square limit

Escher rozwinat wtasng metode przeksztatcenia kota w kwadrat, co
zaowocowato praca Square limit z roku 1964.

v - —
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Circle limit Il

W Hadze w roku 1968 odbyta sie retrospektywa twdrczosci
Eschera. Do katalogu tej wystawy esej opisujacy matematyczne
aspekty w twdrczosci Eschera napisat oczywiscie H.S.M. Coxeter.
Znalazto sie w nim zdanie dotyczace Circle limit 111

Moim zdaniem, drzeworyt bytby jeszcze piekniejszy bez tych
biatych tukéw, ktére w sposéb sztuczny dzielg kazda rybe na dwie
nieréwne czesci i nie majg matematycznego znaczenia.

Kiedy po trzech latach esej wszedt w sktad ksiazki The World of
M.C. Escher, Coxeter usunat ostatnie 5 stéw.
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Matematyka ukryta w Circle limit IlI

Escher nie dozyt niestety momentu, w ktérym ukazaty sie dwie
matematyczne prace Coxetera poswiecone dzietu Circle limit Il1.

Ot6z w roku 1964, Coxeter opisat regularne wielokatne parkietaze
ptaszczyzny hiperboliczne;j.

Juz po $mierci Eschera, w jednej z
prac analizujacych Circle Limit Il z
punktu widzenia matematyki, Coxeter
zauwazyt, ze Escher 5 lat przed nim
odkryt i umiescit w Circle limit Il par-
kietaz typu {3, 8}, [6{8,8}], {8,3}.
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Circle limit Il

Jak wspomniatem, Escher uwazat, ze biate linie sg prostopadte do
brzegu kota: ,Kazda seria ryb wystrzeliwuje niczym rakieta z
nieskonczonosci, prostopadle do brzegu, ..."

W innej pracy, poswieconej Circle Limit I/l Coxeter postanowit
zbadad szczegbtowo sposdb, w jaki Escher zbudowat ten |, kolisty
wszechswiat” .

Wykonat w ten sposéb prace odwrotng do tej, ktérg uprzednio
musiat zrobié¢ Escher. Miat jednak te przewage, ze znat doskonale
geometrie hiperboliczna.
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Biate linie w Circle limit 11

Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze biate linie tworza parkietaz
ptaszczyzny hiperbolicznej, ztozony z trdjkatéw i czworokatéw, w
ktérych wszystkie katy maja po 60°. Ale tak by¢ nie moze, bo
tréjkat o katach 60° jest tréjkatem euklidesowym, a nie
hiperbolicznym. Czym zatem s3 biafe linie, o ktérych Coxeter
twierdzit z poczatku, ze ,,nie maja matematycznego znaczenia"?
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Analiza Circle Limit 11

Zauwazmy przede wszystkim, ze wCircle Limit I/l matematycznie
najwazniejsze s3 trzy rodzaje punktéw (kazdy z typéw powtarza sie
nieskonczenie wiele razy):
@ punkty P, w ktérych zbiegaja sie prawe ptetwy 4 ryb (jak w
centrum — zawsze dwa kolory),
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Analiza Circle Limit 11

Zauwazmy przede wszystkim, ze wCircle Limit I/l matematycznie
najwazniejsze s3 trzy rodzaje punktéw (kazdy z typéw powtarza sie
nieskonczenie wiele razy):
@ punkty P, w ktérych zbiegaja sie prawe ptetwy 4 ryb (jak w
centrum — zawsze dwa kolory),
@ punkty Q, zbiegu lewych ptetw 3 ryb (3 z 4 koloréw),
e punkty R, gdzie pyski 3 ryb spotykaja 3 ogony innych ryb (3 z
4 koloréw)
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Analiza Circle Limit 11

Punkty P sa wierzchotkami tréjkatéw réwnobocznych (z punktu
widzenia metryki hiperbolicznej), przy czym $rodkiem takiego
tréjkata jest zawsze punkt Q lub R.

Kazdy punkt P nalezy do 8 takich trdjkatéw, mamy wiec parkietaz
hiperboliczny typu {3, 8}, ztozony z przystajacych tréjkatéw
rownobocznych. Poniewaz kat takiego tréjkata ma 45°, wiec w
wierzchotku schodzi sie ich 8.

Punkty Q i R s3 wierzchotkami parkietazu dualnego {8, 3}.
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IEICRINTE

Na rysunku widzimy fragment parkietazu {8, 3} z pogrubionymi
liniami ...RRRR... oraz ...QQQQ..., a miedzy nimi ,tamang”
...QRQRQRQR... Z punktu widzenia geometrii hiperbolicznej
fragmenty QR i RQ s3 odcinkami prostych i wszystkie maja
jednakowa dtugosé.

Jednak tuki ...RRRR.... oraz ..QQQQ... nie s3 ortogonalne do
brzegu dysku.

v - —
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IEICRINTE

Jak stwierdziliémy, dtugosci odcinkéw RQ i QR s3 jednakowe,
oznaczmy te odlegtos¢ liczbg 2¢. Przyporzadkowanie R — Q
przeksztatca jedng z tych linii na druga. Poniewaz odlegtosci s3
zachowywane, wigc z symetrii wynika, ze rozszerzenie tego
przeksztatcenia zachowuje $rodki odcinkdow QR i RQ i jest
izometrig. Stad Srodki odcinkéw lezg na hiperbolicznej prostej tzn.
na tuku okregu ortogonalnego do brzegu kota. Nazwijmy ten tuk a.
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Ekwidystanty

Na ptaszczyznie euklidesowej dwie proste réwnolegte to takie, ktére
sie nie przecinaja. S3 one tez réwnoodlegte.

Na ptaszczyznie hiperbolicznej linie réwnoodlegta od danej prostej
(czyli tuku okregu ortogonalnego) nazywamy ekwidystanta tej
prostej. Ekwidystanta ma dwie gatezie i nie jest prosta
hiperboliczna!

Biate linie w Circle Limit Il to wtasnie ekwidystanty, przy czym
Escher uzyt tylko gatezi ...RRRR...

v - —
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Jaki kat tworza biate linie z brzegiem kota?

Popatrzmy na rysunek:

Oznaczmy w kat, jaki tworzy ekwidystanta ...RRR... z okregiem €2,
bedacym brzegiem kota.

Ten sam kat pojawia sie w punkcie R, jako kat pomiedzy dwiema
prostymi, czyli ftukami RN i RO, okregéw ortogonalnych do 2. tuk
RN, bedac ortogonalnym zaréwno do prostej a, jak i ekwidystanty
...RRR... wyznacza odlegto$¢ ekwidystanty oA prostej a.

v - —
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Jaki kat tworza biate linie z brzegiem kota?

W geometrii hiperbolicznej tuk
RN prostopadty do a i tuk
RO réwnolegty do a wyznacza-
ja tak zwany kat réwnolegtosci
dla |RN|=4:

w=TI(8) = 2arctge®.

Kat réwnolegtosci — przedsta-
wiony schematycznie.

v - —
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Jaki kat tworza biate linie z brzegiem kota?

Popatrzmy na rysunek:

Punkt P jest srodkiem osmiokata. Niech 2¢ bedzie dtugoscia boku
tego oSmiokata. Woéwczas punkt M, bedac srodkiem boku QR
wyznacza wraz z P i Q tréjkat prostokatny, o katach g w
wierzchotku P oraz Z w wierzchotku Q.
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Trygonometria euklidesowa a trygonometria hiperboliczna

Poréwnajmy euklidesowe i hiperboliczne wzory sinuséw i cosinuséw:

Jesli a, b i ¢ sa dtugosciami bokdw tréjkata o katach odpowiednio
a, Bivy, to

. . . sina sin8  sinvy

me sin § _ sinha sinhb  sinhc’

a b c’

2 = 2%+ b*>—2abcos, cosh ¢ = cosh a cosh b—sinh asinh bcos,

2 cosh?t —sinh?t = 1.

sina 4 cos® o = 1.

Dysponujac powyzszymi wzorami, mozemy ,,rozwigzywac tréjkaty” .
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Jaki kat tworza biate linie z brzegiem kota?

Tréjkat MRN jest prostokatny, o kacie 5 przy wierzchotku R i
bokach |MR| = ¢ oraz |[RN| = ¢, zatem

1
tghd = tghqﬁcosg = §tgh¢,

a ze wzoru na kat réownolegtosci

tghé = cosw.
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Doskonatos¢ dzieta

Ostatecznie

21/4 _ 2—1/4

5 = arccos0,17417.. = 79°58.

w =TI(d) = arccos

| rzeczywiscie pomiary na rysunku daja 80°, wbrew temu, co
myslat Escher.
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Circle limit Il
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Circle limit IV
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