Studium Talent 2018, Lista 2

Zad. 1. Za pomoca indukcji matematycznej udowodnij nastepujace nierownosci:
a)VneN n <27
b)vneN (n>4) = (2" <n!)

Zad. 2. Za pomoca indukcji matematycznej udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n praw-
dziwy jest wzor
n(n+1) > ?

13+23+33+...+n3:< 5

Zad. 3. Metoda indukcji matematycznej udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwy

jest wzoér
1 1 1 1 n

1-2+2-3+3-4+"'+n(n+1)_n+1'

Zad. 4. Metoda indukcji matematycznej udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n oraz ¢ # 1

prawdziwy jest wzor
— qn+1 B qn+1 —1

1
l+q+¢@+..+¢" =

l—q  q-—1
A jaka jest suma po lewej stronie wzoru, gdy g = 1?7 Zauwazmy, ze wowczas prawa strona wzoru
nie ma sensu.

Zad. 5. Wykaz indukcyjnie, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwy jest wzor

1 1 1
1+ + +.. V==
1+v2  V2+43 Vn—14n v

Zad. 6. Wykaz, ze ciag okre$lony rekurencyjnie: ap = 1, a,11 = 3a,, — 1 wyraza sie wzorem
ogblnym a,, = L;l

Zad. 7. Uzasadnij (stosujac indukcje), ze kazda catkowita kwote pieniedzy poczawszy od 4
ztotych mozna odliczy¢ za pomoca dwuztotéwek i piecioztotéwek.

Zad. 8*. Twierdzenie. Rysujgc na plaszczyznie n prostych podzielimy plaszczyzne na nie wiecej
niz 2" czeSci. Udowodnij to twierdzenie, stosujac indukcje.

Zad. 9*. Obliczajac sume katow w n-kacie wypuklym dla n = 3, 4, 5, 6, odgadnij wzor na sume
katow w takim wielokacie, a nastepnie udowodnij prawdziwos¢ tego wzoru za pomoca indukcji
matematycznej.

Wskazowka: Kazdy wielokat wypukly mozna podzieli¢ na trojkaty (rysujac wszystkie przekatne,
wychodzace z ustalonego wierzchotka). Figura jest wypukla jeseli kazde dwa punkty tej figury
mozna potaczy¢ odcinkiem, caltkowicie zawartym w tej figurze.

Fakt. Kazdy trojkat jest wypukly. (Jak to udowodnié?)

Podaj przyktad takiego wielokata na ptaszczyznie, ktory nie jest wypukty.

Zad. 10. ,Wszystkie dziewczeta maja ten sam kolor oczu” twierdzi Placek. Oto jego ,dow6d”:
Dlan = 1 teza (ten sam kolor oczu) jest oczywista. Zalézmy wiec, ze teza zachodzi dla pewnego
ustalonego n. Wykazemy, ze jest ona prawdziwa takze dla n+1. W tym celu rozwazmy dowolny
zbiér sktadajacy sie z (n + 1) dziewczat. Dla ustalenia uwagi nazwijmy dwie dziewczynki z
tego zbioru Asig i Kasiag. Rozwazmy teraz zbior tych dziewczat z wylaczeniem Asi. Poniewaz
sktada sie on z n dziewczat, wiec na mocy zalozenia wszystkie one maja ten sam kolor oczu.
A teraz popatrzmy na zbiér n dziewczat — z Asig wlacznie, ale bez Kasi. Poniewaz wszystkie
n dziewczat ma, na mocy zalozenia, taki sam kolor oczu, wiec Asia ma taki kolor oczu, jak
pozostate (n — 1) dziewczat. Ale one miaty taki kolor oczu, jak Ksia, zatem wszystkie (n + 1)
dziewczat ma ten sam kolor oczu!

A jednak wiemy, ze to nieprawda. Znajdz btad w rozumowaniu Placka.



