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Elementarne zadanie z ciekawymi wnioskami

Czesto juz na poczatku nauki ,,Rachunku” rozwaza sie nastepujace
zadanie:

Pijany osobnik stoi o krok od przepasci, przy czym jego kolejne
kroki sg niezalezne i zwrécone w kierunku przepasci z
prawdopodobienstwem p lub w kierunku przeciwnym z
prawdopodobienstwem g = 1 — p. Oblicz prawdopodobienstwo
przezycia tego biedaka.
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Elementarne zadanie z ciekawymi wnioskami

Mniej(?) makabryczne zastosowania: gramy z przeciwnikiem
dysponujacym nieograniczonym kapitatem (kasyno, bank, $wiat),
przy czym po kazdej naszej operacji wygrywamy pewna stawke z
prawdopodobieAstwem p lub przegrywamy ja z
prawdopodobiefnstwem g = 1 — p. Interesujace pytania:

@ Jakie jest prawdopodobienstwo naszej ruiny?
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Elementarne zadanie z ciekawymi wnioskami

Mniej(?) makabryczne zastosowania: gramy z przeciwnikiem
dysponujacym nieograniczonym kapitatem (kasyno, bank, $wiat),
przy czym po kazdej naszej operacji wygrywamy pewna stawke z
prawdopodobieAstwem p lub przegrywamy ja z
prawdopodobiefnstwem g = 1 — p. Interesujace pytania:

@ Jakie jest prawdopodobienstwo naszej ruiny?
@ Jedli jeden, to jak dtugo potrwa ta gra?

o Jakie moze by¢ maksimum naszej wygranej (poda¢ jego
rozktad).
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Elementarne zadanie z ciekawymi wnioskami

Mniej(?) makabryczne zastosowania: gramy z przeciwnikiem
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Jedli jeden, to jak dtugo potrwa ta gra?
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rozktad).

Kiedy takie maksimum moze by¢ osiggniete czyli: kiedy
przestac grac?
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Elementarne zadanie z ciekawymi wnioskami

Mniej(?) makabryczne zastosowania: gramy z przeciwnikiem
dysponujacym nieograniczonym kapitatem (kasyno, bank, $wiat),
przy czym po kazdej naszej operacji wygrywamy pewna stawke z
prawdopodobieAstwem p lub przegrywamy ja z
prawdopodobiefnstwem g = 1 — p. Interesujace pytania:

@ Jakie jest prawdopodobienstwo naszej ruiny?

@ Jedli jeden, to jak dtugo potrwa ta gra?

o Jakie moze by¢ maksimum naszej wygranej (poda¢ jego
rozktad).

o Kiedy takie maksimum moze by¢ osiggniete czyli: kiedy
przestac grac?

@ L.Dubins, L.Savage: How to gamble if you must, McGraw-Hill,
1965
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Elementarne zadanie z ciekawymi wnioskami

Mniej(?) makabryczne zastosowania: gramy z przeciwnikiem
dysponujacym nieograniczonym kapitatem (kasyno, bank, $wiat),
przy czym po kazdej naszej operacji wygrywamy pewna stawke z
prawdopodobieAstwem p lub przegrywamy ja z
prawdopodobiefnstwem g = 1 — p. Interesujace pytania:

@ Jakie jest prawdopodobienstwo naszej ruiny?

@ Jedli jeden, to jak dtugo potrwa ta gra?

o Jakie moze by¢ maksimum naszej wygranej (poda¢ jego
rozktad).

o Kiedy takie maksimum moze by¢ osiggniete czyli: kiedy
przestac grac?

@ L.Dubins, L.Savage: How to gamble if you must, McGraw-Hill,
1965

@ Mamy $20 i chcemy w kasynie wygra¢ dalsze $20. Czy graé
na ,kolor" raz za $20, czy po $1 az wygramy 207
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Ogolniejsze btadzenie losowe

Przypusémy, ze kolejne kroki Xi, Xo, ... s3 niezaleznymi zmiennymi
losowymi o wartosciach w R? i rozwazmy spacer losowy:

S0 = x0, S1=x0+X1, So = xo+X1+Xo, ..., Sp = xo+X1+...4+X,.

Taki proces nazywa sie spacerem losowym lub btadzeniem losowym
(random walk, marche aleatoire).

Co potrafimy powiedzie¢ o wtasnosciach tego procesu losowego
(stochastycznego)?

W szczegdlnosci chcemy poznac rozktad po n krokach i
odpowiedzi¢ na 4 zadane poprzednio pytania.
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Zadanie o 20 dolarach

P(X; = +1) = % bo kazda gra daje lub zabiera mi jedng ztotéwke
z prawdopodobienstwem % Jesli chce wygraé w ten sposéb 20
dolaréw to modelem moze by¢ btadzenie S, =20+ X1 + ... + X,
a zadanie sformutowane w tym jezyku brzmi:

Z jaki prawdopodobienstwem, startujac z poziomu 20 dolaréw,
osiagne 40 dolaréw ZANIM osiagne 0 (zero), bo w takim przypadku
nie bede miat juz co postawi¢ (zbankrutuje) i to zakonczy gre?
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Historia problemu

27 lipca 1905 roku w 72. numerze Nature ukazat sie nastepujacy
list Karla Pearsona:

R The problem of the random walk

= Can any of your readers refer me to a work wherein I should find a solution of
% the following problem, or failing the knowledge of any existing solution provide
'me with an original one? T should be extremely grateful for aid in the matter.
A man starts from a point O and walks [ yards in a straight line; he then
v turns throughi -any angle whatever and walks another I yards in a second straight
% line.. He repeats this process n times. I require the probability that after n of
these stretches he is at a distance between r and 7 + &r from his starting point,

“t-The problem is one of considerable interest, but 1 have only succeeded in ob-
taining an integrated solution for two stretches. 1 think, however, that a solution
ought to be found, if only in the form of a series of powers of r/n, when n is
large.

oo KARL PEARSON.
The Gables, East Ilsley, Berks.
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Ogolne matematyczne sformutowanie problemu Pearsona

Niech Xi, Xa, ..., Xn, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie, jednostajnym na sferze o promieniu | w
RY. Znalez¢ rozktad sumy S, = X1 + ... + X,,.
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Przypadek dwoch krokéw na ptaszczyznie

Uproszczenia: obie zmienne maja rozktad niezmienniczy na obroty,
wiec ich suma tez ma te wfasnosé.

Zatézmy | =1 i obliczmy dystrybuante rozktadu normy Xj + X5,
gdzie oba wektory s3 niezalezne i maja jednakowy rozktad,
jednostajny na okregu jednostkowym.
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Dwa kroki na ptaszczyznie

Korzystamy ze wzoru cosinusow:

P(|X1+Xa|? < t2) = P(|X1|?+| X2 |242|X1]| Xa| cos £( X1, Xo) < t?) =

P(2 + 2cos Z(X1, Xo) < t?),

skad dla 0 < t < 2 otrzymujemy

1 t2
P(|S:| < t) = —arccos 1-— =

Jak wyglada ta dystrybuanta? Gestoé¢ dla 0 < t < 2 dana jest

wzorem .
ore TV4—t2" ] i i
Czy tak samo mozna liczy¢ dla trzech krokéw?
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Odpowiedz Rayleigha

W nastepnym (!) zeszycie tego samego numeru Nature (z dnia 3
sierpnia 1905) ukazata sie odpowiedz:

The problem of the random walk

his problem, proposed by Prof. Karl Pearson in the current number of NA-
UR.E, is the same as that of the composition of n iso-periodic vibrations of
init amplitude and of phases distributed at random, considered in Phil. Mug.,
p..73, 1880; xlvii., p. 246, 1899; (‘Scientific Papers . p. 491, iv., p. 370).

If n be very great, the probability sought is

2 _.a,
—e” " Mrdr.

n’

Probably methods similar to those employed in the papers referred to would
avail for the development of an approximate expression applicable when n is only
moderately great.

RAYLEIGH.
Terling Place, July 29.
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Kolejny list Pearsona

W nastepnym tygodniu w kolejnym zeszycie Nature (z dnia 10
sierpnia 1905) ukazat sie kolejny list Pearsona:

The problem of the random walk

1 have to thank several correspondents for assistance in this matter. Mr G.J.
Bennett finds that my case n = 3 can really be solved by elliptic integrals, and,
of course, Lord Rayleigh’s solution for n very large is most valuable, and may
very probably suffice for the purposes I have immediately in view. I ought to
have known it, but my reading of late years has drifted into other channels, and
one does not expect to find the first stage in a biometric problem provided in
a memoir on sound. From the purely mathematical standpoint, it would still
be very interesting to have a solution for n comparatively small. The sections
through the axis of Lord Rayleigh's frequency surface for large n are simply the
‘cocked hat' or normal curve of errors type; for n = 2 or 3 they do not resemble
this form at all. For n = 2, for example, the sections are of the form of a double U,
thus UU, the whole being symmetrical about the centre vertical corresponding
to r = 0, but each U itself being asymmetrical. The system has three vertical
asymptotes. It would be interesting to see how the muitxphcrtv of types for small -
n passes over into the normal curve of errors type when n is made large.

The lesson of Lord Rayleigh’s solution is that in open country the most prob-
able place of finding a drunken man who is at all capable of keeping on his feet
ig somoewhere near his starting point. .
KARL PEARSON,
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Skad takie pytanie?

Brytyjski lekarz sir Ronald Ross (1857-1932) zajmowat sie malaria.
Wykazat, ze malarie roznosza komary, miedzy innymi za to w roku
1902 otrzymat Nagrode Nobla z medycyny.

Szczegblnie malaria zaczeta sie rozprzestrzeniaé na Pétwyspie
Malajskim (wdwczas brytyjskim) po wycieciu duzych pofaci
tamtejszej dzungli. Notabene dzungle wycieto, by sadzi¢ drzewa
kauczukowe, nasiona ktorych wykradziono z Brazylii, co przyczynito
sie do upadku czesci gospodarki brazylijskiej (np. miasta Manaus).
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Skad takie pytanie?

W liscie do Pearsona z dnia 24 lipca 1905 roku Ross pytat:

+If mosquitoes could wander in all directions, what would be the
mathematical function of the numbers who died at a distance from
the point”?

Stad list Pearsona opublikowany w Nature, ktéry to list ukazat sie
drukiem 27 lipca 1905.

Tomasz Zak Btadzenie losowe i cztery najwazniejsze twierdzenia rachunku p



Tempo druku w poczatku XX wieku

Kolejne listy datowane s3 nastepujaco:

@ Ross do Pearsona 24 lipca 1905
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Tempo druku w poczatku XX wieku

Kolejne listy datowane s3 nastepujaco:

@ Ross do Pearsona 24 lipca 1905

o Pierwszy list Pearsona ukazat sie w Nature 27 lipca 1905
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Tempo druku w poczatku XX wieku

Kolejne listy datowane s3 nastepujaco:

@ Ross do Pearsona 24 lipca 1905
o Pierwszy list Pearsona ukazat sie w Nature 27 lipca 1905

@ Odpowiedz Rayleigha w Nature 3 sierpnia 1905
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Tempo druku w poczatku XX wieku

Kolejne listy datowane s3 nastepujaco:

@ Ross do Pearsona 24 lipca 1905

o Pierwszy list Pearsona ukazat sie w Nature 27 lipca 1905
@ Odpowiedz Rayleigha w Nature 3 sierpnia 1905

@ Drugi list Pearsona w Nature 10 sierpnia 1905
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Btadzenie po Z na proste]

Niech Xi, X», ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi,
przyjmujacymi tylko dwie wartosci: P(X, = £1) = % Suma

Sp=X1+ ...+ X,

ma ,,przesuniety rozktad Bernoulliego”, tzn.

P(Sn = 2k — n) = (Z) (;) k=01, n—1n

Badanie subtelnych wtasnosci takich rozktadéw doprowadzito do
odkrycia Prawa Wielkich Liczb, Centralnego Twierdzenia
Granicznego, Prawa Iterowanego Logarytmu oraz Prawa Arcusa
Sinusa — czterech najwazniejszych twierdzen klasycznego
rachunku prawdopodobienstwa.
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Ogromne uproszczenie: R i kroki tylko +1

Rozwazmy symetryczne btadzenie losowe na prostej z niezaleznymi
krokami o dtugosci +1 z prawdopodobiefistwem % Naturalne

pytania:

o Czy powrdcimy kiedykolwiek do punktu wyjscia?
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Ogromne uproszczenie: R i kroki tylko +1

Rozwazmy symetryczne btadzenie losowe na prostej z niezaleznymi
krokami o dtugosci +1 z prawdopodobiefistwem % Naturalne
pytania:

o Czy powrdcimy kiedykolwiek do punktu wyjscia?

o Jedli TAK, to jak dtugo to potrwa?

o Jak daleko mamy realne szanse dojs¢ w n krokach?
Oczywiscie nie do n. A czy do n/2?
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Ogromne uproszczenie: R i kroki tylko +1

Rozwazmy symetryczne btadzenie losowe na prostej z niezaleznymi

krokami o dtugosci +1 z prawdopodobiefistwem % Naturalne

pytania:
o Czy powrdcimy kiedykolwiek do punktu wyjscia?
o Jedli TAK, to jak dtugo to potrwa?
o Jak daleko mamy realne szanse dojs¢ w n krokach?
Oczywiscie nie do n. A czy do n/2?
o Jesli uméwie sie na 1000 partii ,orta i reszki”’, to ile czasu
bede prowadzit? Potowe gier czyli 500 rzutéw?
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Ogromne uproszczenie: R i kroki tylko +1

Rozwazmy symetryczne btadzenie losowe na prostej z niezaleznymi

krokami o dtugosci +1 z prawdopodobiefistwem % Naturalne

pytania:
o Czy powrdcimy kiedykolwiek do punktu wyjscia?
o Jedli TAK, to jak dtugo to potrwa?

o Jak daleko mamy realne szanse dojs¢ w n krokach?
Oczywiscie nie do n. A czy do n/2?

Jesli umoéwie sie na 1000 partii ,orta i reszki”’, to ile czasu
bede prowadzit? Potowe gier czyli 500 rzutéw?

Jak czesto prowadzenie bedzie sie zmieniaé?
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Twierdzenie o gtosowaniu

Przypuscmy, ze na kandydata A oddano p gtoséw, a na B oddano
q gtoséw, przy czym p > q. Wszystkie kartki s3 w urnie. Jakie jest
prawdopodobienstwo zdarzenia:

podczas liczenia gftoséw kandydat A bedzie caty czas prowadzit,
tzn. na niego zawsze bedzie wiecej gtoséw niz na B?
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Twierdzenie o gtosowaniu

Podstawowe pytania:

@ Na ile sposobéw mozna wyjaé kartki z urny?
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Twierdzenie o gtosowaniu

Podstawowe pytania:
@ Na ile sposobéw mozna wyjaé kartki z urny?

@ lle tych sposobéw sprzyja ciggtemu prowadzeniu A?
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Twierdzenie o gtosowaniu

Podstawowe pytania:
@ Na ile sposobéw mozna wyjaé kartki z urny?
@ lle tych sposobéw sprzyja ciggtemu prowadzeniu A?

@ Moze tatwiej liczy¢ dopetnienie?
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Twierdzenie o gtosowaniu

o Liczba sposobéw wyciagniecia kartek z urny to liczba drég z
(0,0) do (p+q,p—q).
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Twierdzenie o gtosowaniu

o Liczba sposobéw wyciagniecia kartek z urny to liczba drég z
(0,0) do (p+q,p—q).
@ Liczba ,ztych” dla A gtoséw = liczba drog, ktére ...
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Zasada odbicia

Liczba ,ztych” dla A gtoséw = liczba tych drég z (0,0) do
(p+ q,p — q), ktdre dotykaja lub przecinaja o$ OX.

Jest ich tyle, ile jest wszystkich drég ...
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Twierdzenie o gtosowaniu

Odpowiedz:

P(A caty czas bedzie prowadzit)= ﬁ
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Jak daleko w praktyce mozna dojs¢ w n krokach?

Méwi o tym Prawo Iterowanego Logarytmu:

Z prawdopodobienstwem jeden:

limsup ———— =1

n—oo v2nlInlnn

Co to znaczy?
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By¢ liderem ...

Umawiamy sie na pewna liczbe gier w orfa i reszke, np. 100, 1000
lub, ogdlnie, 2n (parzystos¢ jest tu wygodna).

Niech poy 2, 0znacza prawdopodobienstwo tego, ze podczas 2n
gier bede prowadzit przez 2k gier (nie ma remiséw, co widac na
wykresie drogi).

Jak uktadaja sie liczby pok2n, k=0,1,2,...,n/27

Gdzie jest ich maksimum, a gdzie minimum?
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Prawo Arcusa Sinusa

Dla ustalonego 2n najwiekszymi liczbami w ciagu (pak2n) sa liczby
SKRAJNE tzn.
Po,2n Oraz  pop2n,

a najmniejszymi — $rodkowe.

Na przyktad przy n = 10 prawdopodobienstwo tego, ze mnigj
szczesliwy gracz nigdy nie bedzie prowadzit jest réwne 0,3524. Z
prawdopodobienstwem 0,5379 taczny zysk mniej szczesliwego
gracza bedzie dodatni tylko jeden raz! A rezultat 10:10 ma
prawdopodobienstwo 0,0606.
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Prawo Arcusa Sinusa

Skad nazwa prawa?

2k\ oy (20 —2k\ _o(p
P2k,2n = UzkUon—2k = 272k 0—2(n—k) _
k n—k

2ky (2n—2k
() o) 1
22n m/k(n — k)’
wiec dla duzych nidla0<a <1

Lan]

ZWW /m

1 .
~arcsiny/a.
T
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Prawo Arcusa Sinusa na co dzien

Staje w kolejce do kasy, jako np. dziesigty. Gdy w koncu jestem
obstugiwany, za mnga nie stoi nikt, albo jedna-dwie osoby. Mam
pecha?

Co odkryt Sparre-Andersen w latach 50-tych XX wieku?
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Kolejki réwnolegte

Przypuscmy, ze w sklepie s3 dwie kasy. Zajmuje miejsce w kolejce
do jednej z nich, cho¢ mogtem i do tej drugiej. Z ciekawosci
obserwuje pana, ktéry zajat w drugiej kolejce miejsce, ktére
mogtem zajaé ja. Co pewien czas kazdy z nas przesuwa sie o jedno
miejsce.

Czy bede kiedy$ prowadzit? Czy bede obstuzony przed tym panem?
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Przesladowanie przez pech

Badajac wiasnosci fluktuacji losowych dowiemy sie, ze:

o Z prawdopodobienstwem 1 kiedy$ wyprzedze tego pana
(gdyby kolejka byta nieskonczona ...)
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o Jednak $redni czas oczekiwania na to zdarzenie jest
nieskonczony.
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Przesladowanie przez pech

Badajac wiasnosci fluktuacji losowych dowiemy sie, ze:

o Z prawdopodobienstwem 1 kiedy$ wyprzedze tego pana
(gdyby kolejka byta nieskonczona ...)

o Jednak $redni czas oczekiwania na to zdarzenie jest
nieskonczony.

@ Ale mam pecha!

o Najbardziej denerwujace jest to, ze ten pan argumentuje tak
samo jak ja ...
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Znaczne uproszczenie: R? i kroki tylko réwnolegte do osi

W roku 1921 G. Polya rozwigzat nastepujace zadanie:

Na ptaszczyznie startujemy z (0,0) i dajemy kroki jednostkowe, ale
tylko réwnolegte do osi uktadu. Kazdy z czterech mozliwych
krokéw ma prawdopodobienstwo %.

Analogiczne zadanie rozwaza sie w przestrzeni i ogélnie w RY
(wéwczas jest 2d mozliwych krokéw).

Jakie jest prawdopodobienstwo powrotu do punktu wyjscia?
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Twierdzenie (G.Polya, 1921)

Na ptaszczyznie z prawdopodobienstwem 1 wrécimy do punktu
wyjscia,

w R3 juz tylko z prawdopodobiefistwem okoto 0,35.

A jak jest w wyzszych wymiarach?
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Czy wszystkie drogi prowadzg do Rzymu?

A czy na ptaszczyznie odwiedzimy kazdy punkt, jesli btadzenie
bedzie trwato nieskonczenie dtugo? Tzn. czy wszystkie drogi
prowadza do Rzymu?

Jesli beda dwa niezalezne btadzenia, to jakie jest
prawdopodobienstwo ich spotkania?

A jak jest w przypadku btadzenia niesymetrycznego?
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Znowu kroki w dowolnym kierunku - problem Pearsona

Nie zmniejszymy ogdlnosci rozwazan, gdy zatozymy, ze

o dtugosé kroku [ =1,
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Znowu kroki w dowolnym kierunku - problem Pearsona

Nie zmniejszymy ogdlnosci rozwazan, gdy zatozymy, ze
o dtugosé kroku [ =1,

@ startujemy z poczatku uktadu wspdtrzednych.
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Sploty

Niech X, ... maja jednakowy rozktad jednostajny na sferze w RY.
Oznaczmy ten rozktad przez o4. Jest to miara unormowana, na

przyktad na okregu jednostkowym dop(0) = 2i de.

™

Oczywiscie rozktad sumy S, = X1 + ... + X, dany jest przez splot
tych miar 0" = og x 0g * ... * 04.

Zauwazmy, ze miara oy jest skupiona na sferze, czyli w RY jest
singularna wzgledem miary Lebesgue’a. A czy sploty s3 singularne?

Dla wszystkich n jest to miara niezmiennicza na obroty, zatem
wygodnie rozwazac ja we wspdtrzednych sferycznych (r,s), gdzie
0<r<oo,aseSit
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Transformata Fouriera miary o4

Niech t € RY. Przechodzac do wspétrzednych sferycznych,
otrzymujemy

Falt) = [ & doa() = [, e doy(s) =
1

. d/2—1
il ) _ (d> (2>
/Sf’_l e dog(s)=..=T 2) Jaj2—1(t]),

gdzie
2\ (5
Io(7) = (2) I;klr(y+k+1)'

jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju.

Tomasz Zak Btadzenie losowe i cztery najwazniejsze twierdzenia rachunku p



Absolutna ciggtosc splotow

Poniewaz

dj2—1
a4(t) =T(d/2) (2) Jaj2-1(t]),

t]

a dla t — oo znane jest asymptotyczne zachowanie funkcji Bessela:

2 1 1
IIH) ~ o cos (m e 47T) ,

wiec dla n > d + 2 funkcja (g4(t))" jest catkowalna. Stad wynika,
ze sploty 07" s3 absolutnie ciagte.

Niech f,(x) oznacza gestos¢ miary o;” wzgledem miary Lebesgue'a
w R,
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Rachunki doktadne

Oczywiscie, na mocy odwrotne] transformaty Fouriera, mamy wzér

_ d/2—1 n
09 = oy Lo (102 (5)" st

Jeszcze w roku 1905 G.J. Bennett wykazat, zedlad =2in=3to
jest pewna funkcja nieelementarna (catka eliptyczna).
Prawdopodobnie tak jest dla wiekszosci par d, n.

A poniewaz funkcje Bessela oscyluja, wiec trudno z tego wzoru
otrzymac¢ doktadne oszacowania funkgcji f,.
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Nasze zadanie

Na mocy wielowymiarowego CTG mamy zbiezno$¢ rozktadéw:

X1 +...+ X,

L <1++> = N(0,K),
Vn

gdzie K jest macierza kowariancji rozktadu Xi (czyli miary o4).

Zadanie: Jak gestosci f, zbiegaja do granicznej gestosci
gaussowskiej?
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Nasze zadanie

Doktadnie;j:
Niech g bedzie funkcja catkowalna wzgledem miary granicznej
N(0, K), a Y wektorem losowym o rozktadzie N(0, K).
Czy prawda jest, ze
Sn

Eg <\/ﬁ> — Eg(Y)?
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Wynik: Theory of Probability and Related Fields, 2011

Twierdzenie: (P. Graczyk, J-J. Loeb, TZ)
Ustalmy d. Istnieje stata Cy zalezna tylko od wymiaru przestrzeni,
taka, ze dla wszystkich n > d + 2 i x € R? zachodzi oszacowanie

2n

d >d/2 _dix?
e
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Tematyka ciagle zywa

Niedawno udowodniono (Pinelis 1994, Bobkov-Goetze-Houdre
2001) istnienie statej uniwersalnej C > 0 takiej, ze dla (X;)
niezaleznych, P(X; = £1) = 1, o ile tylko 37—, a? =1, to dla
kazdego t > 0

P (I > aiXi| > t) < CP(lgl > 1),
i=1
gdzie g ~ N(0,1).

Czy analogiczna nieréwno$¢ jest prawdziwa dla (X;) o rozktadzie
jednostajnym na sferze?
A dla innych rozktadéw? Np. jednostajny na kuli?

Wspomniane twierdzenie (G-L—Z) moéwi, ze TAK, o ile

31232:...23,1:%.
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Tematyka ciagle zywa

Rozwazmy symetryczne biadzenie losowe po Z, ale przy warunku
{$1 >0, S, >0,..., S, > 0} tzn. z prawdopodobienistwami
przejscia

pij = P(Sk =1, Sky1 =451 >0, $2>0,..., S, >0)

i niech n — oo. Jaki proces otrzymamy?
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Tematyka ciagle zywa

Inne warunkowania, np. startujac z kg > 0 bfadzenie dotrze do
poziomu M > ky wczesniej niz do poziomu 0.

Ruch Browna jako przypadek graniczny btadzenia symetrycznego
(zasada niezmienniczo$ci Donskera)
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