Lista 2 z Podstaw logiki, teorii automatéw i obliczalnosci
do wykladu dra hab. Sz. Zeberskiego

1. Niech zakresem zmienno$c zmiennych beda liczby naturalne. Zapisz przy uzyciu symboli
0, 1, +, -, <,| oraz symboli logicznych nastepujace zdania i funkcje zdaniowe:
a) x jest liczba parzysta,

b) kazda liczba parzysta wicksza od 2 jest suma dwoch liczb pierwszych (hipoteza Goldba-
cha),

¢) kazda liczba naturalna jest suma czterech kwadratow liczb naturalnych (twierdzenie La-
grange’a).

d)
)
f)

)

g) nie istnieje najwicksza liczba pierwsza,

x jest liczba pierwsza,
xr=NWD(y,z),

kazde dwie liczby maja najmniejsza wspolna wielokrotnosé,

Zaneguj otrzymane zdania i formuty.

2. Niech zakresem zmiennosci zmiennych bedzie zbioér liczb rzeczywistych. Zapisz za pomoca
symboli logicznych oraz symboli =, <, <, +, - i QQ nastepujace zdania i formuty:

a) kwadrat kazdej liczby jest nieujemny,
b

)

) pomiedzy dowolnymi dwoma réznymi liczbami rzeczywistymi istnieje liczba wymierna,
c¢) funkcja f jest malejaca,
)
)

)

d

e) liczba a jest ograniczeniem gérnym zbioru A,

funkcja f jest monotoniczna,

f) liczba a jest kresem gérnym zbioru A.
Zaneguj otrzymane zdania i formuty.

3. Niech zakresem zmiennosci zmiennych bedzie pewien zbior (2. Zapisz za pomoca symboli
logicznych oraz symboli €, = nastepujace zdania i formuty:

a) zbiory A i B sa rozlaczne,

b) A jest zbiorem potegowym zbioru B,

c)
)

d

C jest para uporzadkowana,

C nie jest iloczynem kartezjanskim zbiorow A, B.

4. Niech formuta r(z,y) oznacza, ze x jest rodzicem y, niech m(z) oznacza, ze X jest mezezyzna.
Zdefiniuj za pomocg formut r oraz m nastepujace formuty:

a) x jest bratem y, ¢) z jest pradziadkiem vy,
b) z jest kuzynka v, d) = ma doktadnie 2 wnuczki.



5. Niech R bedzie relacja na X. Zapisz formuty
a) R nie jest relacja symetryczna,
b) R jest zwrotna na X, ale nie jest przechodnia,
¢) R jest slabo antysymetryczna i symetryczna.

Podaj przyktady relacji speliajacych powyzsze formuty.

6. Niech R = {(n,n + 1) : n € N}. Wyznacz najmniejsza relacje przechodnia na zbiorze N
zawierajaca relacje R.

7. Wyznacz zbiory (°, X9 0%, {X}9 01X} {X}X} gdzie X jest dowolnym zbiorem niepustym.
8. Niech f bedzie funkcja, a A —zbiorem. Pokaz, ze f | A jest funkcja i dom(f [ A) = dom(f)NA.

9. Niech f i g beda funkcjami. Pokaz, ze f U g jest funkcja wtedy i tylko wtedy, gdy
f 1 (dom(f) N dom(g)) = g (dom(f) N dom(g)).

10. Niech f:R? — R? bedzie funkcja zadana wzorem f((z,y)) = (z +y,z — y).

a) Czy odwzorowanie f jest iniekcja?

b) Czy f jest suriekcja?

¢) Zmajdz f[R x {0}], f[L] oraz f~'[L], gdzie L jest prosta zadana réwnaniem y = = + 1.
11. Dla zadanych trojek: funkcja f, zbioér A, zbior B znajdz f[A], f~![B] oraz sprawdz, czy f
jest suriekcja, iniekcja.

a) f:R—=R, f(z)=222+1, A=[-1,2], B=[-1,1].

b) f:NxN—=N, f(z,y) =2y, A= {(z,y) : =(2|(x+y))}, B jest zbiorem liczb pierwszych.

c) f3NXP(N)—>N,f(x,y):{ x dla zey

el da o dy ,A=Nx {0}, B=1{0,1,2}.

12. Zmajdz bijekcje pomiedzy nastepujacymi parami zbioréw:

a) NiZ, d) (0,1) i RY,
b) (0,1) i (3,5), e) [0,1]110,1),
¢) (0,1) iR, f) R\QiR.



