Lista 1 z Teoretycznych podstaw informatyki i elementéw logiki
do wykladu dra hab. Sz. Zeberskiego

1. Wskaz wolne i zwigzane wystapienia zmiennych w ponizszych formutach. Jaka jest sygnatura
jezyka?

a) (32)(Vy)(f(z,y) = 2), c) (3z)(R(x, ) vV (Vo) (f(z,2) = a),

b) (3z)(Vy)(f(z,z) = y) A R(z,y, 2), d) Fo)(Ya)(f(z,y) =2 = v =y).

2. Pokaz, ze kazda formuta ¢ jest rownowazna formule ¢’ postaci
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gdzie Q; € {3, V} oraz ¢ nie zawiera kwantyfikatorow. (Mowimy wtedy, ze ¢’ jest w prefiksowe;j
postaci normalne;j.)

3. Zalozmy, ze sygnatura jezyka £ ma postac ({f, g}, {P,Q},{a,b}), gdzie P, @ sa nazwami na
predykaty binarne (relacje), f nazwa na funkcje l-argumentowa, a g - na funkcje 2-argumentowa.
a) Wypisz wszystkie termy o dtugosci < 10.
b) Wypisz wszystkie zdania o dtugosci < 20.

4. Zalozmy, ze sygnatura jezyka £ ma postaé¢ ({f, g}, {P, @}, {a,b}), gdzie P, ) sa nazwami na
predykaty binarne (relacje), f nazwa na funkcje l-argumentowa, a g - na funkcje 2-argumentowa.

a) Podaj przyklady nieskoriczonych modeli dla tego jezyka.

b) Zinterpretuj termy f(f(f(a))), g(g(a, f(b)),g(b, f(a))) w tych modelach.

c) 1Czi/ﬂzadnie (Vx)(Fy)(f(a) = g(z,y) = (Vx)(g(x,z) = f(b))) jest spelnione w tych mode-

5. Zalozmy, ze sygnatura jezyka £ ma posta¢ (0, ), ). Znajdz nieskoriczong kolekcje zdan {p,, :
n € N} w tym jezyku oraz nieskoriczona kolekcje modeli {M,, : n € N} czyniaca zadosé
rownowaznosci:

6. Zalozmy, ze sygnatura jezyka £ ma postaé (0, {€},0). Sformuluj w tym jezyku aksjomaty
teorii mnogosci, ktore znasz.

7. Zapisz aksjomaty teorii grup w jezyku

a) skladajacym sie z symboli -,7! e, gdzie - oznacza funkcje dwuargumentows, ~! — funkcje
jednoargumentowa, e — stala;

b) sktadajacym sie z symbolu ;

¢) posiadajacym tylko jeden symbol R relacji ternarnej.

8. Podaj przyktady struktur (modeli) powyzszych jezykow, ktore sa / nie sa grupami. Czy dla
dowolnej liczby kardynalnej  istnieje grupa mocy k7

9. Udowodnij, ze produkt dwoch grup jest grupa. Zacznij od rozsadnego okreslenia dzialania.
Czy fakt ten mozna rozszerzy¢ na dowolne produkty (niekoniecznie skoriczone)?



10. Niech H < G, czyli H jest podgrupa G. Warstwa lewostronna nazywamy zbior gH = {gh :
h € H}. Udowodnij, ze zbior warstw lewostronnych stanowi partycje G.

11. Méwimy, ze H jest dzielnikiem normalnym G jesli dla dowolnego ¢ € G mamy gH = Hg.
Grupa ilorazowa nazywamy zbior G/H warstw. Udowodnij, ze to w istocie jest grupa (z
naturalnym dzialaniem).

12. Sformutuj aksjomaty

a) teorii grup abelowych, d) teorii czesciowych porzadkow,
b) teorii pierscieni, e) teorii liniowych porzadkow,
c) teorii cial, f) teorii relacji rownowaznosci.

Jak wygladaja sygnatury jezykéw modeli tych teorii? Jakie termy mozna z nich utworzy¢?
13. Zapisz zdanie (lub kolekcje zdan), ktore jest prawdziwe tylko w modelach

a) 0 mocy co najmniej 3, ¢) o mocy co najwyzej 3,

b) o mocy 3, d) nieskoniczonych.
14. Czy istnieje zdanie ¢ takie, ze M = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy M jest skoriczony.

15. Ile parami roznych terméw mozna utworzy¢ w jezyku o sygnaturze ({ f;};es, { P bier, {¢k brer)?
Rozwaz przypadki, w ktorych ||, |J|, |K| przyjmuja wartosci 0,1,2, ..., R, c.

16. Cgzy teoria

a) czesciowych porzadkow, ¢) relacji rownowaznosci,

b) liniowych porzadkow, d) cial
jest niesprzeczna? zupetna?

17. Udowodnij, ze dowolne dwa liniowe geste porzadki mocy Ny sa izomorficzne. Czy analogiczne
twierdzenie jest prawdziwe dla porzadkéw mocy ¢?

18. Czy (N, <) = (Z,<)? Czy (N, <) = (Z,<)?
19. Udowodnij, ze M = N implikuje M = N.
20. Znajdz przyktad takich modeli M, N, ze M = N, ale nieprawda, ze M = N.

21. Udowodnij, ze jesli M = N oraz L, M sa skoniczone, to M = N. Wskazoéwka: Znajdz zdanie
takie, ze M |= ¢ oraz jesli N = ¢, to M = N.

22. Dowiedz twierdzenie Lindenbauma stanowigce, ze dowolna niesprzeczna teoria T jest zawarta
w pewnej zupelnej niesprzecznej teorii T7'. Wskazowka: Uzyj lematu Kuratowskiego-Zorna.

23. Niech ~ bedzie relacja rownowaznosci okreslong na zbiorze
P ={R: (N,R) jest czesciowym porzadkiem}
zdefiniowana formuta
R ~ S wtedy i tylko wtedy, gdy (N, R) = (N, .S).

Znajdz moc zbioru P/ ~ .



