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. Udowodnij, ze jesli f € C*(T) oraz f” spetnia warunek Héldera z wyktadnikiem a €
(0,1] (co jest czesto zapisywane w postaci f € C¥(T)), to szereg Fouriera f jest
bezwzglednie i jednostajnie zbiezny do f.

. Jesli ciagi (ay,) i (by) sa sumowalne, to klasyczny szereg Fouriera

ap + E a cos nx + b, sin nx

n=1

jest bezwzglednie jednostajnie zbiezny. Udowodnij wynikanie przeciwne. Udowodnij
ponadto, ze wystarcza w istocie punktowa (niekoniecznie jednostajna) bezwzgledna
zbieznosc¢.

. Badajac rozwiniecie w szereg Fouriera funkcji f(x) = |x|, wyznacz
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. Badajac rozwiniecie w szereg Fouriera funkcji f(x) = x, wyznacz

i (_1)n—1 b (_1)711 ( l)nl
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n=1

. Znajdz informacje na temat tzw. efektu Gibbsa.

. Udowodnij, ze szeregi Fouriera funkcji catkowalnych mozna catkowa¢ wyraz po wy-
razie nawet wtedy, gdy nie sg zbiezne.
Scislej: udowodnij, ze jesli f e ZUT),a,beR, a<b,to
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przy czym szereg po prawej stronie jest zbiezny nawet wtedy, gdy szereg Fouriera
funkcji f nie jest zbiezny.
Wywnioskuj, ze jesli f € £!(T) odpowiada klasycznemu szeregowi Fouriera

f(x) ~ap+ Z(an cos(nx) + b, sin(nx)),
n=1
to nawet jesli powyzszy szereg nie jest zbiezny, zachodzi

/bf(x)dx  alb— )+ i (an sin(nb) —sin(na) b, cos(nb) — cos(na)
¢ n=1

n n
i szereg po prawej stronie jest zbiezny.
. Zapisz analogiczny wzor na yu([a, b)) dla y € 4 (T) spelniajacych warunek p({a}) =
pu({b}) = 0. Co wyraza ten wzor, gdy p ma atom w a lub b?

. Zauwaz, ze dla kazdej miary p € #(T) o wlasnosci p(T) = 0 istnieje doktadnie jedna
dystrybuanta f miary y, ktora spelnia warunek / f(x)dx =0, tj. f (0) = 0. Ponadto
udowodnilismy juz, ze f (n) = fi(n)/(in) dlan # 0. Wprowadzmy oznaczenie f = I(u);

gdy p(dx) = g(x)dx, piszemy f = I(g).


http://en.wikipedia.org/wiki/Gibbs_phenomenon

10.

(a) Niech u(dx) = dy(dx) — ﬁdx, tj. u(E) = 1g(0) — %|E|. Udowodnij, ze dla k > 1,

o0 X (_1\n-1
Z# = (-1 r P (p) (0), Z( ;z)k = (=) 2 PR (p) (),
n=1 n=1

gdzie I?* oznacza 2k-krotne ztozenie operacji I, tj. I?¢(p1) = I(I(...I(p)...)).

(b) Wyznacz wartosci powyzszych sumdlak =1ik = 2.

(c) Przy pomocy komputera wyznacz wartosci powyzszych sum dla kilku wiekszych
wartosci k.

(d) Podaj analogiczny sposéb wyznaczania sum

= 1 o (—1)"!
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. Przypusémy, ze f, g sa funkcjami borelowskimi na przedziale (a, b), g jest nieujemna,

b b
R = [ fne 6) = [ gt

sg skonczone dla s € (a,b), G(s) — oo gdy s — a* oraz |f(s)|/g(s) — 0 gdy s — a*.
Udowodnij, ze |F(s)|/G(s) = 0gdy s — a™.

Wywnioskuj, ze jesli h jest rosngca na (0, z] oraz h(s) — 0 gdy s — 0%, to

lim (g/ &;)ds) =0.
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