
Lista zadań nr 5

1. Udowodnij, że jeśli ciąg 𝑎𝑛 jest zbieżny do 𝑎, to ciąg średnich Cesàro

𝑏𝑘 =
1
𝑘

𝑘∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

również jest zbieżny do 𝑎. Uzasadnij, że twierdzenie przeciwne nie jest prawdziwe.

2. Dowiedz się o sumowaniu metodą Abela.

3. Udowodnij, że gdy 𝑘 ⩾ 0, to
1

2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝐹𝑘 (𝑥)𝑑𝑥 = 1.

4. Udowodnij, że 0 ⩽ 𝐹𝑘 (𝑥) ⩽ min(𝑘 + 1, 1
𝑘+1𝜋

2/𝑥2) dla każdego 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] \ {0}.
5. Udowodnij, że 𝐹𝑘 (𝑥) → 0 gdy 𝑘 → ∞ dla każdego 𝑥 ∈ 𝕋 \ {0}.
6. Udowodnij, że gdy 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑙 , to

𝑆𝑘𝐹𝑙 (𝑥) =
𝑘 + 1
𝑙 + 1

𝐹𝑘 (𝑥) +
𝑙 − 𝑘

𝑙 + 1
𝐷𝑘 (𝑥).

7. Uzasadnij, że ciąg 1
2𝜋 𝐹𝑘 spełnia warunek (A) z 𝜀𝑘 = 0, warunek (B) z 𝜀𝑘 =

√︁
𝜋/(𝑘 + 1)

oraz warunek (C) z 𝜀𝑘 = 3
√︁
𝜋/(2𝑘 + 2).

8. Udowodnij, że jeśli funkcje 𝜑𝑘 ∈ ℒ
1(𝕋 ) przyjmują wartości rzeczywiste oraz

lim
𝑘→∞

(∫ −𝜀

−𝜋
+
∫ 𝜋

𝜀

)
𝜑𝑘 (𝑥)𝑑𝑥 = 0

dla każdego 𝜀 > 0, to spełniony jest warunek (B). Sformułuj analogiczne twierdzenie
dla warunku (C).

9. Uzupełnij dowód części (c) i (d) twierdzenia 6.12.

10. Niech 𝜑𝑘 będzie jednością aproksymatywną oraz �̃�𝑘 (𝑥) = 𝜑𝑘 (−𝑥). Udowodnij, że dla
𝑓 ∈ 𝐶 (𝕋 ) i 𝜇 ∈ ℳ(𝕋 ) zachodzi∫ 𝜋

−𝜋
𝜇 ∗ 𝜑𝑘 (𝑥) 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 =

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 ∗ �̃�𝑘 (𝑥)𝜇 (𝑑𝑥).

Wywnioskuj, że jeśli 𝜇 ∈ ℳ(𝕋 ), to 𝜇 ∗ 𝜑𝑘 (𝑥)𝑑𝑥 dąży *słabo do 𝜇.

11. Wywnioskuj z poprzedniego ćwiczenia, że jeśli 𝜇 ∈ ℳ(𝕋 ), to 𝜎𝑘𝜇 (𝑥)𝑑𝑥 dąży *słabo
do 𝜇. W szczególności jeśli 𝜇 (𝑛) = 0 dla wszystkich 𝑛 ∈ ℤ, to 𝜇 = 0.

http://en.wikipedia.org/wiki/Abel%27s_theorem
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